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Derivata: allmant

Antag att f(x) ar en funktion.
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Antag att f(x) ar en funktion.

Derivatan av f 3r en funktion, ofta betecknad f’(x), sddan att

f'(a) anger f:s forandringshastighet (hur fort f forandras) i
punkten x = a.
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Derivata: allmant

Antag att f(x) ar en funktion.

Derivatan av f 3r en funktion, ofta betecknad f’(x), sddan att
f'(a) anger f:s forandringshastighet (hur fort f forandras) i
punkten x = a.

Exempel: Om ett objekt fardas i en rat linje, och s(t) anger
objektets avstdnd fran en fast punkt vid tiden t, s& anger s'(t)
objektets hastighet vid tidpunkten t.
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Derivata: allmant

Antag att f(x) ar en funktion.

Derivatan av f 3r en funktion, ofta betecknad f’(x), sddan att
f'(a) anger f:s forandringshastighet (hur fort f forandras) i
punkten x = a.

Exempel: Om ett objekt fardas i en rat linje, och s(t) anger
objektets avstdnd fran en fast punkt vid tiden t, s& anger s'(t)
objektets hastighet vid tidpunkten t.

Notera att vi inte an har givit en precis definition av vad derivata
ar (men det kommer s& smaningom), utan bara en forklaring av
vad en derivata “mater”.
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Derivata: ett exempel

Antag att ett objekt ror sig langs y-axeln under tidsintervallet
0 <t <2, och att dess avstand fran y = 0 vid tidpunkten t ar

s(t)=1—(t—1)2%
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Derivata: ett exempel

Antag att ett objekt ror sig langs y-axeln under tidsintervallet
0 <t <2, och att dess avstand fran y = 0 vid tidpunkten t ar

s(t)=1—(t—1)2%

Lagg marke till att s(0) = s(2) = 0, sé objektet borjar (vid t = 0) i
punkten y = 0 och ror sig sedan dt uppat tills t = 1 di objektet
vander och ror sig at nedét, for att vid t = 2 dter vara i punkten
y=0.

Se figur pa nasta sida.
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Derivata: ett exempel (forts)

1 y=s(t)

s{t+h) - 3(t)

Lagg marke till att tidsskillnaden mellan t och t + h ar

t + h — t = h, och avstandsskillnaden mellan vid tidpunkterna t
och t+ h ar s(t + h) — s(t). S& genomsnittshastigheten under
tidsintervallet [t,t + h] ar s(tLg_s(t)
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Derivata: ett exempel (forts)

Om vi minskar h, dvs. langden pa tidsintervallet [t, t + h] (eller
[t + h,t] om h < 0), sa blir
s(t+ h) —s(t)
h

en battre uppskattning/approximering av hastigheten vid
tidpunkten t.
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Derivata: ett exempel (forts)

Om vi minskar h, dvs. langden pa tidsintervallet [t, t + h] (eller
[t + h,t] om h < 0), sa blir

s(t+ h) —s(t)
h
en battre uppskattning/approximering av hastigheten vid
tidpunkten t.

s(t+h)—s(t)
h

Om man later h gd mot 0 s3 gar mot objektets

hastighet vid tidpunkten t.
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Derivata: ett exempel (forts)

Om vi minskar h, dvs. langden pa tidsintervallet [t, t + h] (eller
[t + h,t] om h < 0), sa blir
s(t+ h) —s(t)
h
en battre uppskattning/approximering av hastigheten vid
tidpunkten t.

s(t+h)—s(t)
h

Om man later h gd mot 0 s3 gar mot objektets

hastighet vid tidpunkten t.
Med andra ord, om

(1) = ,I,E,“o s(t+ h/)7 —s(t)

sa ges objektets hastighet vid tidpunkten t av s'(t).
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Derivata: ett exempel (forts)

Om vi minskar h, dvs. langden pa tidsintervallet [t, t + h] (eller
[t + h,t] om h < 0), sa blir

s(t+ h) —s(t)
h
en battre uppskattning/approximering av hastigheten vid
tidpunkten t.

Om man later h gd mot 0 s& gar w

hastighet vid tidpunkten t.

mot objektets

Med andra ord, om
. t+ h) —s(t)
() = | 5(—
s(t) ho0 h
sa ges objektets hastighet vid tidpunkten t av s'(t).

Men kan vi f3 ett enklare uttryck for s'(t), som inte direkt
refererar till ett gransvarde?
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Derivata: ett exempel (forts)

Om vi minskar h, dvs. langden pa tidsintervallet [t, t + h] (eller
[t + h,t] om h < 0), sa blir

s(t+ h) —s(t)
h
en battre uppskattning/approximering av hastigheten vid
tidpunkten t.

Om man later h gd mot 0 s& gar w

hastighet vid tidpunkten t.

mot objektets

Med andra ord, om
. t+ h) —s(t)
() = | 5(—
s(t) h0 h
sa ges objektets hastighet vid tidpunkten t av s'(t).
Men kan vi f3 ett enklare uttryck for s'(t), som inte direkt

refererar till ett gransvarde? Ja, i detta fall kan vi det, eftersom
s(t) ar en relativt enkel funktion (vasentligen ett polynom).
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Derivata: ett exempel (forts)

Eftersom s(t) = 1 — (t — 1), s3 kan vi forst rikna ut kvadraterna
och sedan férenkla och far da foljande:

, s(t+ h) — s(t) 1—(t+h-1) = (1-(t-1)?)
s(t) = h - h
—2ht — h? +2h

= =2-2t—h 2-2t
h —
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Derivata: ett exempel (forts)

Eftersom s(t) = 1 — (t — 1), s3 kan vi forst rikna ut kvadraterna
och sedan férenkla och far da foljande:

, s(t+ h) — s(t) 1—(t+h-1) = (1-(t-1)?)
s(t) = h - h
—2ht — h? +2h

= =2-2t—h 2-2t
h —

dd h—0.

Alltsa ges hastigheten vid tidpunkten t av s'(t) =2 — 2t.
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Derivata: ett exempel (forts)

Eftersom s(t) = 1 — (t — 1), s3 kan vi forst rakna ut kvadraterna
och sedan férenkla och far da foljande:

, s(t+ h) — s(t) 1—(t+h-1) = (1-(t-1)?)
s(t) = h - h
—2ht — h? +2h

= =2-2t—h 2-2t
h —

dd h—0.

Alltsa ges hastigheten vid tidpunkten t av s'(t) =2 — 2t.

Lagg marke till att hastigheten s'(t) ar positiv under intervallet
[0,1) da objektet ror sig uppat, och negativ under intervallet (1, 2]
da objektet ror sig nedat och avstandet s(t) fran y = 0 minskar.
Nar objektet vander, vid tidpunkten t = 1, sa s'(t) = 0, vilket ar
rimligt; precis dd objektet vander s méaste hastigheten vara 0.
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Derivatans definition

Lat 7(x) vara en funktion.
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Derivatans definition

Lat 7(x) vara en funktion.

Definition (a) Man sager att f ar deriverbar i punkten (talet) x
om foljande gransvarde existerar som ett reellt tal, och detta tal
kallas for derivatan av f punkten x, betecknat f'(x):
im f(x+h)— f(x)‘
h—0 h
(b) Om X betecknar mangden av all punkter/tal dar f ar
deriverbar, s& ar f'(x) en funktion vars doman (de punkter dar f &r
definierad) ar X. Med andra ord, for alla x € X:
. f(x+h)—f(x)
f'(x) = |
() h0 h
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Derivatans definition

Lat 7(x) vara en funktion.

Definition (a) Man sager att f ar deriverbar i punkten (talet) x
om foljande gransvarde existerar som ett reellt tal, och detta tal
kallas for derivatan av f punkten x, betecknat f'(x):
f h)—f
lim (x+h) (X)
h—0 h

(b) Om X betecknar mangden av all punkter/tal dar f ar
deriverbar, s& ar f'(x) en funktion vars doman (de punkter dar f &r
definierad) ar X. Med andra ord, for alla x € X:
. f(x+h)—f(x)
f'(x) = |
() h0 h

Annan notation: Derivatan f’(x) kan ocks3 betecknas med

df df eller if(x).

dx’ dx dx
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Vart tidigare exempel

Om s(t) =1 — (t — 1)?, som i foregdende exempel, s3

ds d d
"= = = —s=—(1—(t—1)%) =2 —2¢t.
()= = = (1= (t=1)) t
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner

For att kunna derivera funktioner utan att varje gang ga tillbaka
till definitionen, sa behover vi veta hur “enkla” funktioners
derivator ser ut, samt hur sammansatta funktioners derivator ser ut
om man kanner till de enkla funktionernas derivator.
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner

For att kunna derivera funktioner utan att varje gang ga tillbaka
till definitionen, sa behover vi veta hur “enkla” funktioners
derivator ser ut, samt hur sammansatta funktioners derivator ser ut
om man kanner till de enkla funktionernas derivator.

Om f(x) = c dér c ar en konstant, sa f'(x) = 0.
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner

For att kunna derivera funktioner utan att varje gang ga tillbaka
till definitionen, sa behover vi veta hur “enkla” funktioners
derivator ser ut, samt hur sammansatta funktioners derivator ser ut
om man kanner till de enkla funktionernas derivator.

Om f(x) = c dér c ar en konstant, sa f'(x) = 0.

Bevis. Kom forst ihdg att gransvarden pa formen ‘limp_o..." bara
bryr sig om h som kommer godtyckligt nara 0, men aldrig ar lika
med 0.
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner

For att kunna derivera funktioner utan att varje gang ga tillbaka
till definitionen, sa behover vi veta hur “enkla” funktioners
derivator ser ut, samt hur sammansatta funktioners derivator ser ut
om man kanner till de enkla funktionernas derivator.

Om f(x) = c dér c ar en konstant, sa f'(x) = 0.

Bevis. Kom forst ihdg att gransvarden pa formen ‘limp_o..." bara
bryr sig om h som kommer godtyckligt nara 0, men aldrig ar lika
med 0. Antagandet f(x) = c ger

f(x+ h) —f(x) c—c 0

fx+h)—f(x) _ 0.

for alla x och h # 0. Darfor galler f'(x) = limp_0 b
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner (forts)

Om f(x) = x sa f'(x) = 1.
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Derivering i praktiken: ett par enkla funktioner (forts)

Om f(x) = x sa f'(x) = 1.
Bevis. For alla x och h # 0 galler att

f(x+h)—f(x) x+h-—x _ ﬁ—l
= p ==

s limp_yo T — jim, 51 =1,
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Deriveringsregler

Har foljer tre deriveringsregler. Vi antar att f(x) och g(x) ar
funktioner som ar deriverbara i punken x.
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Deriveringsregler

Har foljer tre deriveringsregler. Vi antar att f(x) och g(x) ar
funktioner som ar deriverbara i punken x.

Notera att d%(f(x) + g(x)), d%(f(x)g(x)), samt %(cf(x))
betecknar derivatan av funktionerna f(x) + g(x), f(x)g(x),
respektive cf(x), dar ¢ ar en konstant.
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Deriveringsregler (forts)

Additionsregel:

d

() +80)) = S+ 5 8() = F()+ ()
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Deriveringsregler (forts)

Additionsregel:

() +80)) = S+ 5 8() = F()+ ()
Bevis.
< (104 00) = jimy O A0 ) = (109 + 50
(RO B~ F60) + (8t ) — g(x)
h—0 h
. f(x+ h) —f(x) g(x+ h) —g(x)
- flygno( h + h )
— im f(x+ h) —f(x) . g(x+ h)—g(x)
h—0 h h—0 h
d d

= g =F()+ g,




Deriveringsregler (forts)

Multiplikation med konstant:

d d ,
—(cF(x)) = e f(x) = cf'(x).
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Deriveringsregler (forts)

Multiplikation med konstant:

%(cf(x)) = c%f(x) = cf'(x).
Beuvis.
d . cf(x+h)—cf(x)
grtert) = fm 7O
. f(x+h)—1(x)
- Cillno h
= Cdixf(x) = cf'(x)
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Deriveringsregler (forts)

Multiplikationsregel:

I (g0 = g+ 1% = F(x)g() + F(08 ().
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Deriveringsregler (forts)

Multiplikationsregel:

I (g0 = g+ 1% = F(x)g() + F(08 ().

Bevis.

f(x+ h)g(x+ h) — f(x)g(x)
h
_ f(x+ h)g(x + h) — f(x)g(x+ h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h
gx+h)—g(x)
(x) -

_ f(x+h)—f(x)
N h

g(x+h) + f

—f'(x)g(x) + f(x)g'(x) d& h—0.




Deriveringsregler (forts)

Med hjalp av de tva forsta reglerna (for + och multiplikation med
konstant) sa far man aven

Subtraktionsregel:

I ()~ 80)) = )~ S g(x) = ()~ g'(x).
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Deriveringsregler (forts)

Med hjalp av de tva forsta reglerna (for + och multiplikation med
konstant) sa far man aven

Subtraktionsregel:
I ()~ 80)) = )~ S g(x) = ()~ g'(x).

Ovning 12. Bevisa regeln 4 (cf(x)) = cf’(x) med hjalp av
produktregeln samt regeln att om en funktion ar konstant s ar
dess derivata 0 (Sverallt).
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Deriveringsregler (forts)

Med hjalp av de tva forsta reglerna (for + och multiplikation med
konstant) sa far man aven

Subtraktionsregel:

I ()~ 80)) = )~ S g(x) = ()~ g'(x).

Ovning 12. Bevisa regeln 4 (cf(x)) = cf’(x) med hjalp av
produktregeln samt regeln att om en funktion ar konstant s ar
dess derivata 0 (Sverallt).

Exponentregeln: Om f(x) = x" s3 f'(x) = rx"~1. Man kan ocks3

uttrycka detta som Lx" = rx""1.
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Deriveringsregler (forts)

Med hjalp av de tva forsta reglerna (for + och multiplikation med
konstant) sa far man aven

Subtraktionsregel:

I ()~ 80)) = )~ S g(x) = ()~ g'(x).

Ovning 12. Bevisa regeln 4 (cf(x)) = cf’(x) med hjalp av
produktregeln samt regeln att om en funktion ar konstant s ar
dess derivata 0 (Sverallt).

Exponentregeln: Om f(x) = x" s3 f'(x) = rx"~1. Man kan ocks3

uttrycka detta som Lx" = rx""1.

Liagg marke till att x™ och rx"~1 inte nédvindigtvis ar definierade
for alla x. Om exempelvis r=1/2, sd ar inte x" = y/x definierad
for x < 0 och rx1 = 2\F ar inte definierad for x < 0.
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Deriveringsregler (forts)

Regeln d%xr = rx"~1, i sin generella form (for alla reella r) bevisas

i kapitel 3 i kursboken. Har foljer ett bevis for specialfallet da
r = n ar ett positivt heltal. (Vi har redan bevisat fallet dd r = 1.)
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Deriveringsregler (forts)

Regeln d%xr = rx"~1, i sin generella form (for alla reella r) bevisas

i kapitel 3 i kursboken. Har foljer ett bevis for specialfallet da
r = n ar ett positivt heltal. (Vi har redan bevisat fallet dd r = 1.)
Beviset anvander binomialsatsen:

n_ (M _.n0 ny n-1,1 n 1.n—1 N\ oun
(a+b)—<0>ab+<1>a b—l—...+<n_1>ab +(n>ab.
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Deriveringsregler (forts)

d . h+x)"—x"
o = m
L (e T Lo 1 il
h—0 h
@I Qi e ()
h—0 h

(eftersom ™) o = x")
n
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Geometrisk tolkning av derivatan

Derivatan f’(a) i punkten x = a till en funktion f(x) motsvarar
lutningen f6r tangentlinjen till grafen/kurvan y = f(x) i punkten
dar x = a.
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Geometrisk tolkning av derivatan

Derivatan f’(a) i punkten x = a till en funktion f(x) motsvarar
lutningen f6r tangentlinjen till grafen/kurvan y = f(x) i punkten
dar x = a.

(En linje kallas tangentlinje till y = f(x) i punkten x = a om det
finns nagot intervall (b, c) som innehaller a och som ar sddant att
linjen har exakt en punkt gemensam med restriktionen av kurvan
y = f(x) till intervallet (a, b).)
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Geometrisk tolkning av derivatan

Derivatan f’(a) i punkten x = a till en funktion f(x) motsvarar
lutningen f6r tangentlinjen till grafen/kurvan y = f(x) i punkten
dar x = a.

(En linje kallas tangentlinje till y = f(x) i punkten x = a om det
finns nagot intervall (b, c) som innehaller a och som ar sddant att
linjen har exakt en punkt gemensam med restriktionen av kurvan
y = f(x) till intervallet (a, b).)

Se illustration pa nasta sida.
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Geometrisk tolkning av derivatan (forts)

tangentlinjen till y = f{=)

N, i punien xea

Kom ihdg att f'(a) = limp_ w

w gar mot tangentlinjens lutning i x = a d& h gar mot 0.

och lagg marke till att
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel

Problem: Bestdm (det ndrmaste) avstandet fran punkten
. 2
(x,y) = (6,0) till kurvan y =%

Vera Koponen Forelasning 5-6



Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel

Problem: Bestdm (det ndrmaste) avstandet fran punkten
. 2
(x,y) = (6,0) till kurvan y =%

/]
¥
¥=(xh2)2
normallinjen till
¥=(="2)/2 i punlien
E=a
tangentlinjen till
y=(®"2)/2 i puniten
=i
\ -
I I N
a 6 =
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Lagg marke till att punkterna (a,0), (a, %2) och (6,0) (i figuren pa
foregdende sida) bildar en ratvinklig triangel, och att hypotenusan
(triangelns langsta sida) motsvarar det narmaste avstandet till

kurvan y = X; fran punkten (6,0).
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Lagg marke till att punkterna (a,0), (a, %2) och (6,0) (i figuren pa
foregdende sida) bildar en ratvinklig triangel, och att hypotenusan
(triangelns langsta sida) motsvarar det narmaste avstandet till
kurvan y = X; fran punkten (6,0).

S& om vi kan bestamma vad a ar, sd kan vi med pytagoras sats
rakna ut det ndrmaste avstandet fran (6,0) till kurvan y = X;
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Lagg marke till att punkterna (a,0), (a, %2) och (6,0) (i figuren pa
foregdende sida) bildar en ratvinklig triangel, och att hypotenusan
(triangelns langsta sida) motsvarar det narmaste avstandet till
kurvan y = X; fran punkten (6,0).

S& om vi kan bestamma vad a ar, sd kan vi med pytagoras sats
rakna ut det ndrmaste avstandet fran (6,0) till kurvan y = X;

Om f(x) = %2 sd f’(x) = x. Sa tangentlinjens lutning i punkten

x=aiar f'(a) = a.
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Lagg marke till att punkterna (a,0), (a, %2) och (6,0) (i figuren pa
foregdende sida) bildar en ratvinklig triangel, och att hypotenusan
(triangelns langsta sida) motsvarar det narmaste avstandet till
kurvan y = X; fran punkten (6,0).

S& om vi kan bestamma vad a ar, sd kan vi med pytagoras sats
rakna ut det ndrmaste avstandet fran (6,0) till kurvan y = X;

Om f(x) = %2 sd f’(x) = x. Sa tangentlinjens lutning i punkten
x=aiar f'(a) = a.

D3 ar normallinjens lutning —% (Se Kapitel P.2 om du har glomt
detta.), och normallinjens ekvation kan i detta fall skrivas som

1 ..
y =——x+m, for ndgon konstant m.
a
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Foljande tva villkor maste vara uppfyllda (om y = —%X + m ar

normallinjen till kurvan y = %2 i punkten x = a):

Q Linjen y = —%X-i- m skall g& igenom punkten (6,0).

@ Linjen y = —%x+ m skall skara kurvan y = X; i punkten
X = a.
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Foljande tva villkor maste vara uppfyllda (om y = —%X + m ar

normallinjen till kurvan y = %2 i punkten x = a):

Q Linjen y = —%X-i- m skall g& igenom punkten (6,0).
@ Linjen y = —%x+ m skall skara kurvan y = X; i punkten
X = a.

Detta ger ekvationerna

1
0=——+4+m och a—:—fa—i—m,
a a
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Foljande tva villkor maste vara uppfyllda (om y = —%X + m ar

X

normallinjen till kurvan y = 72 i punkten x = a):
Q Linjen y = —%X-i- m skall g& igenom punkten (6,0).

@ Linjen y = —%x+ m skall skara kurvan y = X; i punkten
X = a.

Detta ger ekvationerna

6 2 1
0=——+4+m och a—:—fa—i—m,
a 2 a
vilket ger
6 o a° 6
m = — och genom insattning i den andra ekv. o= -1+ -
a a
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Den senare ekvationen kan skrivas om till
3 _
a®+2a—12=0

vilket ar en 3e gradsekvation och i allmanhet inte sa latt att losa.

Vera Koponen Forelasning 5-6



Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Den senare ekvationen kan skrivas om till
3 _
a®+2a—12=0

vilket ar en 3e gradsekvation och i allmanhet inte sa latt att losa.
Men i detta fall kan man se att a = 2 ar en I0sning, och pga
formen pa (parabel)kurvan y = %2 sa inser man att det bara kan
finnas ett 'a’ som uppfyller vara krav; och darmed ar a = 2 den
|osning vi soker.
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Den senare ekvationen kan skrivas om till
3 _
a®+2a—12=0

vilket ar en 3e gradsekvation och i allmanhet inte sa latt att losa.
Men i detta fall kan man se att a = 2 ar en I0sning, och pga
formen pa (parabel)kurvan y = %2 sa inser man att det bara kan
finnas ett 'a’ som uppfyller vara krav; och darmed ar a = 2 den
|osning vi soker.

(Strangt taget sd kan man gora en polynomdivision av

a®> 4+ 2a— 12 med a — 2 och far da kvoten a® + 2a + 6. Eftersom
ekvationen a? 4 2a + 6 = 0 endast har icke-reella (komplexa)
rotter, s3 dr a = 2 den enda reella dsningen till a3 +2a — 12 =0.)
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Kom ihdg figuren av situationen. Vi vet nu att a = 2. S3 de korta
sidorna i den ratvinkliga triangeln dr 6 — 2 = 4 och 22/2 = 2.
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Kom ihdg figuren av situationen. Vi vet nu att a = 2. S3 de korta
sidorna i den ratvinkliga triangeln dr 6 — 2 = 4 och 22/2 = 2.

Med hjalp av pytagoras sats sa foljer att den Idnga sidan
(hypotenusan) har langden

V42 +22 =16 + 4 = V20 = 2V/5.
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Kom ihdg figuren av situationen. Vi vet nu att a = 2. S3 de korta
sidorna i den ratvinkliga triangeln dr 6 — 2 = 4 och 22/2 = 2.

Med hjalp av pytagoras sats sa foljer att den Idnga sidan
(hypotenusan) har langden

V42 +22 = /16 + 4 = V20 = 2V/5.

Salunda dr 21/5 (det kortaste) avstandet fran punkten (6,0)
till kurvan y = %2
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Geometrisk tolkning av derivatan: ett exempel (forts)

Kom ihdg figuren av situationen. Vi vet nu att a = 2. S3 de korta
sidorna i den ratvinkliga triangeln dr 6 — 2 = 4 och 22/2 = 2.

Med hjalp av pytagoras sats sa foljer att den Idnga sidan
(hypotenusan) har langden

V42 +22 = /16 + 4 = V20 = 2V/5.

Salunda dr 21/5 (det kortaste) avstandet fran punkten (6,0)
till kurvan y = X;

Obs! Metoden som anvandes ar allman satillvida att man, aven
for mer komplicerade kurvor an y = %2 och andra punkter an
(6,0), kan fa fram en ekvation som bara innehaller en obekant ‘a’.
Dock kan denna ekvation vara svar att losa. | verkliga
tillampningar av analys far man ofta ta till s.k. numeriska metoder
(berdkningsmatematik) for att uppskatta Iosningar till ekvationer.
Ett exempel pd en sddan metod ar den s.k. Newton-Raphson
metoden.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.

Bevis. Om f(x) ar deriverbar i x = a sa existerar foljande
gransvarde som ett reellt tal:

i flath) —f(a)
h—0
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.

Bevis. Om f(x) ar deriverbar i x = a sa existerar foljande
gransvarde som ett reellt tal:

i fla+h) —f(a)
oo h i

Eftersom h — 0 i gransvardet ovan, s3 maste i s3 fall
f(a+h)—r(a) gd mot 0da h— 0.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.

Bevis. Om f(x) ar deriverbar i x = a sa existerar foljande
gransvarde som ett reellt tal:

i fla+h) —f(a)
oo h i

Eftersom h — 0 i gransvardet ovan, s3 maste i s3 fall

f(a+ h) —f(a) gd mot 0 dd h — 0. Eftersom vi kan ldta x = a+h
sa innebar detta att limy_,,(f(x) — f(a)) = 0, vilket i sin tur
medfor att lim,_,, f(x) = f(a); dvs. f(x) ar kontinuerlig i x = a.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.

Bevis. Om f(x) ar deriverbar i x = a sa existerar foljande
gransvarde som ett reellt tal:

i fla+h) —f(a)
oo h i

Eftersom h — 0 i gransvardet ovan, s3 maste i s3 fall

f(a+ h) —f(a) gd mot 0 dd h — 0. Eftersom vi kan ldta x = a+h
sa innebar detta att limy_,,(f(x) — f(a)) = 0, vilket i sin tur
medfor att lim,_,, f(x) = f(a); dvs. f(x) ar kontinuerlig i x = a.

Men en funktion kan vara kontinuerlig i en punkt x = a utan att
vara deriverbar i den punkten.
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Deriverbarhet och kontinuitet

Om f(x) ar deriverbar i x = a sa ar f(x) kontinuerlig i den
punkten.

Bevis. Om f(x) ar deriverbar i x = a sa existerar foljande
gransvarde som ett reellt tal:

i fla+h) —f(a)
oo h i

Eftersom h — 0 i gransvardet ovan, s3 maste i s3 fall

f(a+ h) —f(a) gd mot 0 dd h — 0. Eftersom vi kan ldta x = a+h
sa innebar detta att limy_,,(f(x) — f(a)) = 0, vilket i sin tur
medfor att lim,_,, f(x) = f(a); dvs. f(x) ar kontinuerlig i x = a.

Men en funktion kan vara kontinuerlig i en punkt x = a utan att
vara deriverbar i den punkten.

Exempel. f(x) = x!/3 ar definierad och kontinuerlig for alla reella
x, men f'(x) = 1 x1/3-1 = = 33 15 ar inte definierad, och dirmed

inte kontlnuerllg, x = 0.
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Sammansattning av funktioner

Funktioner kan sammansattas ( “seriekopplas”).

Om f(x), g(x) och h(x) ar funktioner kan vi bilda exempelvis

g(f(x)), h(g(f(x))), h(F(f(f(x))))-
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Sammansattning av funktioner

Funktioner kan sammansattas ( “seriekopplas”).
Om f(x), g(x) och h(x) ar funktioner kan vi bilda exempelvis

g(f(x)), h(g(f(x))), h(F(f(f(x))))-

o

Exempel Om f(x) = 3x? + 1 och g(x) = x* s3
g(f(x)) = 32 +1)*
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Sammansattning av funktioner

Funktioner kan sammansattas ( “seriekopplas”).

Om f(x), g(x) och h(x) ar funktioner kan vi bilda exempelvis

g(f(x)), h(g(f(x))), h(F(f(f(x))))-

o

Exempel Om f(x) = 3x? + 1 och g(x) = x* s3
g(f(x)) = 32 +1)*

Det kanske hjalper att se hur en sammansattning ar uppbyggd
genom att anvanda olika variabler (x, y, z, ...) for olika funktioner.
Om g(y) = y* och f(x) = 3x? 4 1 s& ser man att substitutionen

y =3x%+1iy*gerg(f(x)) = (3x* + 1)4.
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Sammansattning av funktioner

Funktioner kan sammansattas ( “seriekopplas”).

Om f(x), g(x) och h(x) ar funktioner kan vi bilda exempelvis

g(f(x)), h(g(f(x))), h(F(f(f(x))))-

Exempel Om f(x) = 3x? + 1 och g(x) = x* s3

g(f(0)) = (37 +1)"
Det kanske hjalper att se hur en sammansattning ar uppbyggd
genom att anvanda olika variabler (x, y, z, ...) for olika funktioner.

Om g(y) = y* och f(x) = 3x% + 1 s3 ser man att substitutionen
y =3x%+1iy*gerg(f(x)) = (3x* + 1)4.

Ovning 13. Skriv var och en av funktionerna

3x— \/3x—\/x2

som en sammansattning av minst tva funktioner.
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Kedjeregeln

For att kunna derivera sammansatta funktioner smidigt behover vi:

Kedjeregeln. Om h(x) = g(f(x)) sa h'(x) = g'(f(x))f'(x).
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Kedjeregeln

For att kunna derivera sammansatta funktioner smidigt behover vi:
Kedjeregeln. Om h(x) = g(f(x)) sa h'(x) = g'(f(x))f'(x).
Exempel. Lat h(x) = (3x?> + 1)*. Om f(x) = 3x?+ 1 och
g(x) = x*, s3 g'(x) = 4x3, f'(x) = 6x och
H(x) = g'(fF(x))f'(x) = 4(f(x))*f'(x) = 4(3x> +1)3.6x
= 24x(3x% + 1)3.
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Kedjeregeln

For att kunna derivera sammansatta funktioner smidigt behover vi:
Kedjeregeln. Om h(x) = g(f(x)) sa h'(x) = g'(f(x))f'(x).
Exempel. Lat h(x) = (3x?> + 1)*. Om f(x) = 3x?+ 1 och
g(x) = x*, s3 g'(x) = 4x3, f'(x) = 6x och
H(x) = g'(fF(x))f'(x) = 4(f(x))*f'(x) = 4(3x> +1)3.6x
= 24x(3x% + 1)3.

Exempel. Har anvander jag notationen %.
d 1 1
2 \3x—/x = (3 _ )
dx 24/3x — v/x 2y/x
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Kedjeregeln

For att kunna derivera sammansatta funktioner smidigt behover vi:
Kedjeregeln. Om h(x) = g(f(x)) sa h'(x) = g'(f(x))f'(x).
Exempel. Lat h(x) = (3x?> + 1)*. Om f(x) = 3x?+ 1 och
g(x) = x*, s3 g'(x) = 4x3, f'(x) = 6x och
H(x) = g'(fF(x))f'(x) = 4(f(x))*f'(x) = 4(3x> +1)3.6x
= 24x(3x% + 1)3.

Exempel. Har anvander jag notationen %.
d 1 1
2 \3x—/x = (3 _ )
dx 24/3x — v/x 2y/x

Ovning 14. Derivera
(@) 2x*+7)710 (b) (x(x2 = x))"". (c) (x* —5x)2/3.
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En konsekvens av kedjeregeln

Ett bevis av kedjeregeln finns i kursbokens kapitel 2.4. Med hjalp
av kedjeregeln kan man bevisa foljande:
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En konsekvens av kedjeregeln

Ett bevis av kedjeregeln finns i kursbokens kapitel 2.4. Med hjalp
av kedjeregeln kan man bevisa foljande:

Om h(x) = 7ty 53 H(x) = -2,
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En konsekvens av kedjeregeln

Ett bevis av kedjeregeln finns i kursbokens kapitel 2.4. Med hjalp
av kedjeregeln kan man bevisa foljande:

Om h(x) = gy 58 H(x) = _(:;(XX)))Z'
Bevis. Om g(x) = % = x"1 53 h(x) = g(f(x)). Eftersom
g'(x) = —% s3 ger kedjeregeln fdljande:
/ / / ]‘ / f’(X)
h(x) = f(x = — (x) = —
(x) = g(fF(x)f (x) (709 (7o)
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Kvotregeln

Med hjalp av regeln fran foregdende sida och produktregeln sd kan
man harleda:
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Kvotregeln

Med hjalp av regeln fran foregdende sida och produktregeln sd kan
man harleda:
Kvotregeln Om h(x) = 20) sa

/ f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
h'(x) = .
*) (g(x))*
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Kvotregeln

Med hjalp av regeln fran foregdende sida och produktregeln sd kan

man harleda:
Kvotregeln Om h(x) = % sa
/ . /
o = 00800~ F(9g'0)
(g(x))
Bevis. Eftersom
f(x) 1 . s
h(x) = —=% = f(x)—— sa far man
0= g0 = M

/ oy L g'(x)
h(x) = f(x)—= f(x)| —
(x)= f( )g(X)+( ()( (g(x))z))
(med produktregeln och regeln fran foregaende sida)
_ f(¥)e(x)  f(x)g'(x) _ F(x)g(x) — f(x)g'(x)
(6)*  (e()° (g(x)"
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Derivatan av sin x och cos x

| kursbokens Kapitel 2.5 bevisas att

d . d }
—sinx =cosx och — cosx = —sinx.
dx dx
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Derivatan av sin x och cos x

| kursbokens Kapitel 2.5 bevisas att

d . d }
—sinx =cosx och — cosx = —sinx.
dx dx

Ovning 15. Vad ir derivatan av tanx ? Anvind kunskaperna fran
foregaende sidor.

Vera Koponen Forelasning 5-6



Derivatan av sin x och cos x

| kursbokens Kapitel 2.5 bevisas att

d

—sinx =cosx och — cosx = —sin x.

dx dx
Ovning 15. Vad ir derivatan av tanx ? Anvind kunskaperna fran
foregaende sidor.

Cosx 7
sinx *

Ovning 16. Vad ir derivatan av cot x =
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