Envariabelanalys:

Forelasning 7

Vera Koponen
Uppsala Universitet

Envariabelanalys, vt 2011

Vera Koponen Forelasning 7



Derivator och okande/minskande funktioner

Kom ihag att derivatan f’(a) i punkten x = a ar lika med
tangentlinjens lutning for kurvan y = f(x) i punkten dar x = a.

tangentlinjen till y = f{x)

N, & puniten sea

(w gar mot tangentlinjens lutning i x =ada h — 0.)
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Derivator och okande/minskande funktioner

Visuellt sd ar det formodligen klart att
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Derivator och okande/minskande funktioner

Visuellt sd ar det formodligen klart att

@ om f ar 6kande/vixande kring punkten x = a sa ar
tangentlinjens lutning positiv i den punkten,
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Derivator och okande/minskande funktioner

Visuellt sd ar det formodligen klart att

@ om f ar 6kande/vixande kring punkten x = a sa ar
tangentlinjens lutning positiv i den punkten,

@ om f dr minskande/avtagande kring punkten x = a sa ar
tangentlinjens lutning negativ i den punkten, och

Vera Koponen Forelasning 7



Derivator och okande/minskande funktioner

Visuellt sd ar det formodligen klart att

@ om f ar 6kande/vixande kring punkten x = a sa ar
tangentlinjens lutning positiv i den punkten,

@ om f dr minskande/avtagande kring punkten x = a sa ar
tangentlinjens lutning negativ i den punkten, och

© om derivatan f’ ar kontinuerlig och f forst ar vaxande
(avtagande) for att sedan bli avtagande (vdxande) s3 maste
tangentlinjen ha varit horisontell (haft lutning noll) i nagon
punkt.

Ovning 17. Ge exempel pé nagra olika fall dar f'(a) = 0. (helst
fyra kvalitativt olika fall)
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Derivator och okande/minskande funktioner

Jag har utgdtt fran att uttrycken 'Gkande/minskande funktion’ ar
begripliga pa ett intuitivt plan, men har foljer en precisering av vad
som menas:

Vera Koponen Forelasning 7



Derivator och okande/minskande funktioner

Jag har utgdtt fran att uttrycken 'Gkande/minskande funktion’ ar
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@ f ar okande/vaxande pa ett intervall / om x,y € | och
x < y medfor att f(x) < f(y).
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Derivator och okande/minskande funktioner

Jag har utgdtt fran att uttrycken 'Gkande/minskande funktion’ ar
begripliga pa ett intuitivt plan, men har foljer en precisering av vad
som menas:
@ f ar okande/vaxande pa ett intervall / om x,y € | och
x < y medfor att f(x) < f(y).
@ f ar avtagande/minskande pa ett intervall / om x,y € / och
x < y medfor att f(x) > f(y).

@ f ar icke-avtagande/minskande pa ett intervall / om
x,y € | och x < y medfor att f(x) < f(y).

Vera Koponen Forelasning 7



Derivator och okande/minskande funktioner

Jag har utgdtt fran att uttrycken 'Gkande/minskande funktion’ ar
begripliga pa ett intuitivt plan, men har foljer en precisering av vad
som menas:
@ f ar okande/vaxande pa ett intervall / om x,y € | och
x < y medfor att f(x) < f(y).

@ f ar avtagande/minskande pa ett intervall / om x,y € / och
x < y medfor att f(x) > f(y).

@ f ar icke-avtagande/minskande pa ett intervall / om
x,y € | och x < y medfor att f(x) < f(y).

© f ar icke-6kande/vaxande pa ett intervall / om x,y € | och
x < y medfor att f(x) > f(y).
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Derivator och okande/minskande funktioner

Losningar till 6vning 17. Vi antar hela tiden att funktionen f ar
deriverbar i ett oppet intervall som innehaller punkten dar
derivatan ' ar noll.
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Derivator och okande/minskande funktioner

Losningar till 6vning 17. Vi antar hela tiden att funktionen f ar
deriverbar i ett oppet intervall som innehaller punkten dar
derivatan ' ar noll.

Om f &r vaxande pé (a, b) och avtagande p3 (b, c) (dar
a< b<c)saf'(b)=0. Ligg marke till att detta innebar att f(b)
ar det storsta vardet som f antar pa intervallet (a, c).
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Derivator och okande/minskande funktioner

Losningar till 6vning 17. Vi antar hela tiden att funktionen f ar
deriverbar i ett oppet intervall som innehaller punkten dar
derivatan ' ar noll.

Om f &r vaxande pé (a, b) och avtagande p3 (b, c) (dar

a< b<c)saf'(b)=0. Ligg marke till att detta innebar att f(b)
ar det storsta vardet som f antar pa intervallet (a, c¢). Exempel pa
detta ges av f(x) = —x2, dar f ir vixande p& (—oo,0) och
avtagande pa (0, 00).
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Derivator och okande/minskande funktioner

Losningar till 6vning 17. Vi antar hela tiden att funktionen f ar
deriverbar i ett oppet intervall som innehaller punkten dar
derivatan ' ar noll.

Om f &r vaxande pé (a, b) och avtagande p3 (b, c) (dar

a< b<c)saf'(b)=0. Ligg marke till att detta innebar att f(b)
ar det storsta vardet som f antar pa intervallet (a, c¢). Exempel pa
detta ges av f(x) = —x2, dar f ir vixande p& (—oo,0) och
avtagande pa (0, 00).

Om f ar avtagande pé (a, b) och véxande pa (b, c) sé f'(b) = 0.
Exempel pa detta ges av f(x) = x? och b= 0.
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Derivator och okande/minskande funktioner

Lésningar till évning 17 (forts).

Om f &r vaxande pa (a, b) men tangentens lutning avtar nar
x — b—, for att bli horisontell i punkten x = b, men sedan ater

okar ndr x > b, s& f'(b) = 0.
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Derivator och okande/minskande funktioner

Lésningar till évning 17 (forts).

Om f &r vaxande pa (a, b) men tangentens lutning avtar nar

x — b—, for att bli horisontell i punkten x = b, men sedan ater
okar ndr x > b, s f’(b) = 0. Exempel pé detta ges av f(x) = x
dar f ar vaxande pa hela tallinjen och '(0) = 0.

3
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Derivator och okande/minskande funktioner

Lésningar till évning 17 (forts).

Om f &r vaxande pa (a, b) men tangentens lutning avtar nar

x — b—, for att bli horisontell i punkten x = b, men sedan ater
okar ndr x > b, s f’(b) = 0. Exempel pé detta ges av f(x) = x
dar f ar vaxande pa hela tallinjen och /(0) = 0. Man kan ocksa
byta ‘vaxande’ mot ‘avtagande’ i det sista exemplet. (Tank pd
f(x) = —x3)

3
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Derivator och okande/minskande funktioner

Lésningar till évning 17 (forts).

Om f &r vaxande pa (a, b) men tangentens lutning avtar nar

x — b—, for att bli horisontell i punkten x = b, men sedan ater
okar nar x > b, s& f'(b) = 0. Exempel pa detta ges av f(x) = x
dar f ar vaxande pa hela tallinjen och /(0) = 0. Man kan ocksa
byta ‘vaxande’ mot ‘avtagande’ i det sista exemplet. (Tank pd
f(x) = —x3)

Ytterligare en mojlighet ar att a < b < ¢ och att f ar konstant pa
intervallet (a, c). D& giller att '(b) = 0.

3
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Derivator och okande/minskande funktioner

Vi kan nu vanda pa véra resonemang. Antag att f ar kontinuerlig
pa intervallet | och deriverbar i alla inre punkter till /. (En punkt
som inte ar en andpunkt till / kallas for inre punkt till /.)
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Derivator och okande/minskande funktioner
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som inte ar en andpunkt till / kallas for inre punkt till /.)
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Derivator och okande/minskande funktioner

Vi kan nu vanda pa véra resonemang. Antag att f ar kontinuerlig
pa intervallet | och deriverbar i alla inre punkter till /. (En punkt
som inte ar en andpunkt till / kallas for inre punkt till /.)
Sats.

@ Om f'(x) > 0 for alla inre punkter x € I, s& ar f dkande pa /.

@ Om f'(x) < 0 for alla inre punkter x € I, s& dr f minskande
pa I.
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Derivator och okande/minskande funktioner

Vi kan nu vanda pa véra resonemang. Antag att f ar kontinuerlig
pa intervallet | och deriverbar i alla inre punkter till /. (En punkt
som inte ar en andpunkt till / kallas for inre punkt till /.)
Sats.
@ Om f'(x) > 0 for alla inre punkter x € I, s& ar f dkande pa /.
@ Om f'(x) < 0 for alla inre punkter x € I, s& dr f minskande
pa I.
© Om f’(x) > 0 for alla inre punkter x € [, sd ar f
icke-minskande pa /.
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Derivator och okande/minskande funktioner

Vi kan nu vanda pa véra resonemang. Antag att f ar kontinuerlig
pa intervallet | och deriverbar i alla inre punkter till /. (En punkt
som inte ar en andpunkt till / kallas for inre punkt till /.)

Sats.
@ Om f'(x) > 0 for alla inre punkter x € I, s& ar f dkande pa /.
@ Om f'(x) < 0 for alla inre punkter x € I, s& dr f minskande
pa I.
© Om f’(x) > 0 for alla inre punkter x € [, sd ar f
icke-minskande pa /.

@ Om f'(x) <0 for alla inre punkter x € I, sd ar f icke-okande
pa I.

Ovanstédende sats kan forstds om man (aterigen) tanker pd att
f'(x) ar lutningen for tangentlinjen i punkten x. Man kan ge ett
precist bevis av den med hjalp av medelvardessatsen som foljer
nedan.
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pd intervallet /.
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pd intervallet /.

Sats. Om a € [ ar en inre punkt och f(a) ar det storsta/minsta
varde som f antar pa intervallet /, s& f'(a) = 0.
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pd intervallet /.

Sats. Om a € [ ar en inre punkt och f(a) ar det storsta/minsta
varde som f antar pa intervallet /, s& f'(a) = 0.

Bevis. Vi tittar bara pa fallet da f(a) ar det stdrsta vardet som f
antar pa /. (Det andra fallet behandlas pa liknande satt.)
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pa intervallet /.

Sats. Om a € [ ar en inre punkt och f(a) ar det storsta/minsta
varde som f antar pa intervallet /, s& f'(a) = 0.

Bevis. Vi tittar bara pa fallet da f(a) ar det stdrsta vardet som f
antar pa /. (Det andra fallet behandlas pa liknande satt.) Da galler

f(a+h)—f(a) <O forallah#0saatta+ hel, och man far
f h) —f
w<0 om h>0

och Flat h)—f
flath =1 o omh<o.
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pa intervallet /.

Sats. Om a € [ ar en inre punkt och f(a) ar det storsta/minsta
varde som f antar pa intervallet /, s& f'(a) = 0.

Bevis. Vi tittar bara pa fallet da f(a) ar det stdrsta vardet som f
antar pa /. (Det andra fallet behandlas pa liknande satt.) Da galler
f(a+h)—f(a) <O forallah#0saatta+ hel, och man far

f(a+h)—f(a)

P <0 omh>0

och
f(a+ h)—f(a)
h
Eftersom f antas vara deriverbar i x = a sa existerar
/imhﬁow som ett reellt tal, och da finns ingen annan

majlighet an att '(a) = /imhﬁow = 0.

>0 omh<0O.
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Derivator och max/min-varden

Antag att f ar deriverbar pa intervallet /.

Sats. Om a € [ ar en inre punkt och f(a) ar det storsta/minsta
varde som f antar pa intervallet /, s& f'(a) = 0.

Bevis. Vi tittar bara pa fallet da f(a) ar det stdrsta vardet som f
antar pa /. (Det andra fallet behandlas pa liknande satt.) Da galler
f(a+h)—f(a) <O forallah#0saatta+ hel, och man far

f(a+h)—f(a)

P <0 omh>0

och
f(a+ h)—f(a)
h
Eftersom f antas vara deriverbar i x = a sa existerar
/imhﬁow som ett reellt tal, och da finns ingen annan

majlighet an att '(a) = /imhﬁow = 0.

>0 omh<0O.

En punkt a sddant att f/(a) = 0 kallas for en kritisk punkt till 1.



Ovning/exempel

Ovning 18. Skissa kurvan y = XX%Q i stora drag. Det skall framgd

var kurvan skar x- eller y-axeln, om (och var i s fall) kurvans

y-varde antar eventuella lokala maximal- eller minimivarden, hur

kurvan beter sig dd x — £o00, och hur kurvan beter sig i narheten
x—2

av eventuella punkter dar 5= inte ar definierad.
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Ovning/exempel

x—2

Ovning 18. Skissa kurvan y = *5° i stora drag. Det skall framga
var kurvan skar x- eller y-axeln, om (och var i s fall) kurvans
y-varde antar eventuella lokala maximal- eller minimivarden, hur
kurvan beter sig dd x — £o00, och hur kurvan beter sig i narheten

av eventuella punkter dar 5= inte ar definierad.

Lésning. Lit y = f(x) = 232, Vi ser direkt att f(x) &r
odefinierad i x =0, f(2) =0, f(x) >0 om x > 2, och f(x) <0
om x < 2.
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Ovning/exempel

x—2

Ovning 18. Skissa kurvan y = *5° i stora drag. Det skall framga
var kurvan skar x- eller y-axeln, om (och var i s fall) kurvans
y-varde antar eventuella lokala maximal- eller minimivarden, hur
kurvan beter sig dd x — £o00, och hur kurvan beter sig i narheten

av eventuella punkter dar XX%Z inte ar definierad.

Lésning. Lit y = f(x) = 232, Vi ser direkt att f(x) &r
odefinierad i x =0, f(2) =0, f(x) >0 om x > 2, och f(x) <0
om x < 2. Derivering och férenklingar ger f/'(x) = 4;—3)(, sd

f'(x) =0 < x = 4.

Vera Koponen Forelasning 7



Ovning/exempel

x—2

Ovning 18. Skissa kurvan y = *5° i stora drag. Det skall framga
var kurvan skar x- eller y-axeln, om (och var i s fall) kurvans
y-varde antar eventuella lokala maximal- eller minimivarden, hur
kurvan beter sig dd x — £o00, och hur kurvan beter sig i narheten

av eventuella punkter dar XX%Z inte ar definierad.

Lésning. Lit y = f(x) = 232, Vi ser direkt att f(x) &r
odefinierad i x =0, f(2) =0, f(x) >0 om x > 2, och f(x) <0
om x < 2. Derivering och férenklingar ger f/'(x) = 4;—3)(, sd

f'(x) = 0 <= x = 4. Derivatan ar positiv dd 0 < x < 4 och
negativ dd x < 0 och dd x > 4, s3 f ar vaxande dd 0 < x < 4 och

avtagande dd x < 0 och da x > 4.
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Ovning/exempel

Ovning 18. Skissa kurvan y = XX_22 i stora drag. Det skall framgd

var kurvan skar x- eller y-axeln, om (och var i s fall) kurvans
y-varde antar eventuella lokala maximal- eller minimivarden, hur
kurvan beter sig dd x — £o00, och hur kurvan beter sig i narheten
av eventuella punkter dir X352 inte &r definierad.

=

Lésning. Lit y = f(x) = 232, Vi ser direkt att f(x) &r
odefinierad i x =0, f(2) =0, f(x) >0 om x > 2, och f(x) <0
om x < 2. Derivering och férenklingar ger f/'(x) = 4;—3)(, sd

f'(x) = 0 <= x = 4. Derivatan ar positiv dd 0 < x < 4 och
negativ dd x < 0 och dd x > 4, s3 f ar vaxande dd 0 < x < 4 och
avtagande dd x < 0 och d& x > 4. Alltsd ar x = 4 en lokal
maximalpunkt for £ (till och med en total maximalpunkt).
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Ovning/exempel (forts)

Eftersom limy_, o XX—_22 =0 och limy_,g XX—_22 = —00, sa kommer
kurvan y = f(x) att ndrma sig x-axeln dd x — oo, och den
kommer att ndrma sig y-axeln da x — 0 (frén sival vanster som

hoger).
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Ovning/exempel (forts)

Eftersom limy_, o XX—_22 =0 och limy_,g XX—_22 = —00, sa kommer
kurvan y = f(x) att ndrma sig x-axeln dd x — oo, och den
kommer att ndrma sig y-axeln da x — 0 (frén sival vanster som
hoger).

Vi har ocks3 limy_,_o 5% = 0, men notera att f(x) < 0 nér

x < 0.
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Ovning/exempel (forts)

Eftersom limy_, o XX—_22 =0 och limy_,g XX—_22 = —00, sa kommer
kurvan y = f(x) att ndrma sig x-axeln dd x — oo, och den
kommer att ndrma sig y-axeln da x — 0 (frén sival vanster som
hoger).

Vi har ocks3 limy_,_o 5% = 0, men notera att f(x) < 0 nér

x < 0. Med den information vi nu har sa kan vi skissa kurvan
y=f() ="
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Ovning/exempel (forts)

Den intressantare delen av

Eurvan v = {{x)

(4. 1/8)
i{4)= 18 | .
/ o
T T
2 4
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.

Bevis. Antag att g(a) = g(b). Om g ar konstant pa [a, b] s vet
vi att g’(c) = 0 for alla ¢ i intervallet (a, b).
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.

Bevis. Antag att g(a) = g(b). Om g ar konstant pa [a, b] s vet
vi att g’(c) = 0 for alla ¢ i intervallet (a, b). Sa Iat oss anta att
g(x) > g(a) for nagot x i (a, b). (Fallet g(x) < g(a) for nagot x i
(a, b) behandlas pa liknande satt.)
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.

Bevis. Antag att g(a) = g(b). Om g ar konstant pa [a, b] s vet
vi att g’(c) = 0 for alla ¢ i intervallet (a, b). Sa Iat oss anta att
g(x) > g(a) for nagot x i (a, b). (Fallet g(x) < g(a) for nagot x i
(a, b) behandlas pa liknande satt.) Pga av sin kontituitet pa [a, b]
sa antar g ett storsta varde pa [a, b).
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.

Bevis. Antag att g(a) = g(b). Om g ar konstant pa [a, b] s vet
vi att g’(c) = 0 for alla ¢ i intervallet (a, b). Sa Iat oss anta att

g(x) > g(a) for nagot x i (a, b). (Fallet g(x) < g(a) for nagot x i
(a, b) behandlas pa liknande satt.) Pga av sin kontituitet pa [a, b]
sa antar g ett storsta varde pa [a, b]. Eftersom det stdrsta vardet
ar storre an g(a) = g(b) sa antas det i ndgon punkt c i intervallet

(a, b).
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Rolles sats

Rolles sats. Antag att a < b, g ar kontinuerlig p3 [a, b] och
deriverbar pa (a, b). Om g(a) = g(b) sa finns ett tal c i intervallet
(a, b) sa att g’'(c) = 0.

Bevis. Antag att g(a) = g(b). Om g ar konstant pa [a, b] s vet
vi att g’(c) = 0 for alla ¢ i intervallet (a, b). Sa Iat oss anta att
g(x) > g(a) for nagot x i (a, b). (Fallet g(x) < g(a) for nagot x i
(a, b) behandlas pa liknande satt.) Pga av sin kontituitet pa [a, b]
sa antar g ett storsta varde pa [a, b]. Eftersom det stdrsta vardet
ar storre an g(a) = g(b) sa antas det i ndgon punkt c i intervallet
(a, b). Eftersom g antas vara deriverbar pa (a, b) sa foljer fran
foregdende sats att g’(¢) = 0.
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Medelvardessatsen

Medelvardessatsen. Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a, b). D3 finns en punkt c i (a, b) sa att
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Medelvardessatsen. Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a, b). D3 finns en punkt c i (a, b) sa att

Man kan sdga att satsen bevisas med ett litet “trick” (men ett
tillatet sadant). Lat

g(x) = f(x)— (f(a)—i— W(X— a)).
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Medelvardessatsen

Medelvardessatsen. Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a, b). D3 finns en punkt c i (a, b) sa att

Man kan sdga att satsen bevisas med ett litet “trick” (men ett
tillatet sadant). Lat

g(x) = f(x)— (f(a)—i— W(X— a)).

D3 ar g ocksa kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pé (a, b), och
dessutom géller att g(a) = g(b).
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Medelvardessatsen

Medelvardessatsen. Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a, b). D3 finns en punkt c i (a, b) sa att

Man kan sdga att satsen bevisas med ett litet “trick” (men ett
tillatet sadant). Lat

g(x) = f(x)— (f(a)—i— W(X— a)).

D3 ar g ocksa kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pé (a, b), och
dessutom galler att g(a) = g(b). Sa man kan anvanda Rolles sats
som sager att det finns en punkt c i (a, b) s att g’(c) = 0.
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Medelvardessatsen

Medelvardessatsen. Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] och
deriverbar pa (a, b). D3 finns en punkt c i (a, b) sa att

Man kan sdga att satsen bevisas med ett litet “trick” (men ett
tillatet sadant). Lat

g(x) = f(x)— (f(a)—i— W(X— a)).

D3 ar g ocksa kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pé (a, b), och
dessutom galler att g(a) = g(b). Sa man kan anvanda Rolles sats
som sager att det finns en punkt c i (a, b) s att g’(c) = 0. Om
man deriverar vanster och hogerled i definitionen av g ovan, och
satter in x = ¢ s3 far man, med anvandning av g’(c) = 0 och lite

omskrivningar, f'(c) = %.
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Visuell tolkning av medelvardessatsen

Medelvardessatsen sager att det finns en punkt c i (a, b) sa att
f'(c) ar lika med lutningen for linjen mellan punkterna (a, f(a))
och (b, f(b)).

¥ lumingan Fr (fib) - f{a))/(b - )

¥=i{x)

iib) - f(a)
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Ett exempel

Exempel. Med hjilp av medelvardessatsen kan man visa att

Wi

(1+x)s <1+

W X

for alla x > 0.
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Ett exempel

Exempel. Med hjilp av medelvardessatsen kan man visa att

Wi

(1+x)s <1+

W X

for alla x > 0.
Lat £(x) = (1 + x)3.
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Ett exempel

Exempel. Med hjilp av medelvardessatsen kan man visa att

Wi

(1+x)s <1+

W X

for alla x > 0.
Lat f(x) = (1 +x)%. Eftersom f(x) = (1 +x)% ar kontinuerlig of
deriverbar pa [0, b] for varje reellt tal b > 0, sa finns, enligt
medelvardessatsen ¢ € [0, b] sa att
(14+b):—1 _ F(b)—f(0)
b b-0 3(1+¢)3

W=
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Ett exempel

Exempel. Med hjilp av medelvardessatsen kan man visa att

W=

(1+x)3 <1+

W X

for alla x > 0.

Lat f(x) = (1 +x)%. Eftersom f(x) = (1 +x)% ar kontinuerlig of
deriverbar pa [0, b] for varje reellt tal b > 0, sa finns, enligt
medelvardessatsen ¢ € [0, b] sa att

(14+b):—1 _ F(b)—f(0)

—f , 1
b - b0 O = g T

3(1+¢)3

W=

Multiplikation med b, och sedan addition med ett (pd bada
sidorna) ger

(1+b)%<1+

w|o

i

om vi antar att b > 0.



Hogre derivator

Om f deriveras s3 fas derivatan f/, om f’ deriveras s3 fis derivatan
till £/ som betecknas f”, och som ocks3 kallas andraderivatan till
f. Man kan fortsatta och derivera " och p3 sa satt fa £, dvs.
tredje derivatan till f.
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f. Man kan fortsatta och derivera " och p3 sa satt fa £, dvs.
tredje derivatan till f.

Om man behover derivera manga ganger sa kan foljande notation
vara lattare att hantera:

f) =/ och (") = (f(")) = derivatan av £(").
Exempelvis betyder f(3) tredje derivatan av f.
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Hogre derivator

Om f deriveras s3 fas derivatan f/, om f’ deriveras s3 fis derivatan
till £/ som betecknas f”, och som ocks3 kallas andraderivatan till
f. Man kan fortsatta och derivera " och p3 sa satt fa £, dvs.
tredje derivatan till f.

Om man behover derivera manga ganger sa kan foljande notation
vara lattare att hantera:

f) =/ och (") = (f(")) = derivatan av £(").
Exempelvis betyder f(3) tredje derivatan av f.

Exempel. Om f(x) = x? 4+ 3x + 5 och g(x) = sinx s3
f'(x) =2x+3, f'(x) =2,

g'(x) = cosx, g"(x) = —sinx.
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