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Inledande exempel

Inledande exempel. Ekvationen y? + (x — 1)? = 4 beskriver en
cirkel med radien 2 och centrum i punkten (1,0).
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Inledande exempel

Inledande exempel. Ekvationen y? + (x — 1)? = 4 beskriver en
cirkel med radien 2 och centrum i punkten (1,0).

Lagg marke till att ekvationen/cirkeln implicit definierar tva
funktioner pa intervallet —1 < x < 3:

y(x)=4/4—(x—1)2 och y(x)=—1/4—(x—-1)2
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Inledande exempel

Inledande exempel. Ekvationen y? + (x — 1)? = 4 beskriver en
cirkel med radien 2 och centrum i punkten (1,0).

Lagg marke till att ekvationen/cirkeln implicit definierar tva
funktioner pa intervallet —1 < x < 3:

y(x)=4/4—(x—1)2 och y(x)=—1/4—(x—-1)2

| denna situation kan derivatan av respektive funktion beskrivas av
en ekvation som innehdller variablerna x och y, pa foljande satt:
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Inledande exempel (forts)

Vi betraktar y som en funktion av x och deriverar bada leden i
ekvationen (om de bida leden ar lika s3 maste derivatan av
respektive led vara lika), vilket ger
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Inledande exempel (forts)

Vi betraktar y som en funktion av x och deriverar bada leden i
ekvationen (om de bida leden ar lika s3 maste derivatan av
respektive led vara lika), vilket ger

2yy' +2(x—1)=0

dir y’ framtrader eftersom det ar den “inre derivatan” av y? (dar
y betraktas som funktion av x).
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Inledande exempel (forts)

Vi betraktar y som en funktion av x och deriverar bada leden i
ekvationen (om de bida leden ar lika s3 maste derivatan av
respektive led vara lika), vilket ger

2yy' +2(x—1)=0

dir y’ framtrader eftersom det ar den “inre derivatan” av y? (dar
y betraktas som funktion av x). Om man vill framh3va att man
betraktar y som funktion av x s& kan man skriva y(x) och y’(x) i
stallet for y och y’.
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Inledande exempel (forts)

Vi betraktar y som en funktion av x och deriverar bada leden i
ekvationen (om de bida leden ar lika s3 maste derivatan av
respektive led vara lika), vilket ger

2yy' +2(x—1)=0

dir y’ framtrader eftersom det ar den “inre derivatan” av y? (dar
y betraktas som funktion av x). Om man vill framh3va att man
betraktar y som funktion av x s& kan man skriva y(x) och y’(x) i
stallet for y och y’.

Vi I6ser nu ut y’ och far

Vera Koponen Forelasning 8



Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).
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Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).

Den sokta lutningen ar densamma som derivatan av

y(x) = /4 — (x —1)2 i punkten x = 2 (dvs. y'(2)),
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Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).

Den sokta lutningen ar densamma som derivatan av

y(x) = /4 — (x —1)2 i punkten x = 2 (dvs. y’(2)), men kan
ocksé riknas ut med hjalp av ekvationen y’(x) = —XT_l fran
foregdende sida:
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Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).

Den sokta lutningen ar densamma som derivatan av

y(x) = /4 — (x —1)2 i punkten x = 2 (dvs. y’(2)), men kan
ocksé riknas ut med hjalp av ekvationen y’(x) = —XT_l fran
foregdende sida:

Vera Koponen Forelasning 8



Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).

Den sokta lutningen ar densamma som derivatan av

y(x) = /4 — (x —1)2 i punkten x = 2 (dvs. y’(2)), men kan
ocksa raknas ut med hjélp av ekvationen y’(x) = —%1 fran
foregdende sida: )1 )

/

Y'(2) 7 7

P& samma satt kan vi rakna ut lutningen for den linje som
tangerar cirkeln y? + (x — 1)2 = 4 i punkten (2, —/3) pa den
undre halvan av cirkeln:
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Inledande exempel (forts)

Vi kan nu (exempelvis) rakna ut vad lutningen ar for den linje som
tangerar cirkeln y2 + (x — 1)?> = 4 i punkten (2,/3).

Den sokta lutningen ar densamma som derivatan av

y(x) = /4 — (x —1)2 i punkten x = 2 (dvs. y’(2)), men kan
ocksa raknas ut med hjélp av ekvationen y’(x) = —%1 fran
foregdende sida: )1 )

/

Y'(2) 7 7

P& samma satt kan vi rakna ut lutningen for den linje som
tangerar cirkeln y? + (x — 1)2 = 4 i punkten (2, —/3) pa den
undre halvan av cirkeln:

21 1
y'(2)=

ATV
dar y’ i detta fall syftar pd derivatan av funktionen vars graf utgors
av den undre halvan av cirkeln (dvs. funktionen

y(x)=—v4—-(x—1)2)



Implicit derivering

Foregdende exempel illustrerar metoden som kallas implicit
derivering.
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Implicit derivering

Foregdende exempel illustrerar metoden som kallas implicit
derivering.

Denna metod kan anvandas nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) dar F(x,y) och G(x,y) ar uttryck som
involverar variablerna x och y, och dar man vet att, for nagot
intervall a < x < b, s finns en funktion y(x) sddan att
F(x,y(x)) = G(x,y(x)) ar uppfylld for alla a < x < b.

Vera Koponen Forelasning 8



Implicit derivering

Foregdende exempel illustrerar metoden som kallas implicit
derivering.

Denna metod kan anvandas nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) dar F(x,y) och G(x,y) ar uttryck som
involverar variablerna x och y, och dar man vet att, for nagot
intervall a < x < b, s finns en funktion y(x) sddan att

F(x,y(x)) = G(x,y(x)) ar uppfylld for alla a < x < b. | exemplet
ovan kan man ta F(x,y) = y? + (x — 1)? och G(x,y) = 4, och d3
blir F(x,y) = G(x,y) samma som y? + (x — 1)> = 4.

Vera Koponen Forelasning 8



Implicit derivering

Foregdende exempel illustrerar metoden som kallas implicit
derivering.

Denna metod kan anvandas nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) dar F(x,y) och G(x,y) ar uttryck som
involverar variablerna x och y, och dar man vet att, for nagot
intervall a < x < b, s finns en funktion y(x) sddan att

F(x,y(x)) = G(x,y(x)) ar uppfylld for alla a < x < b. | exemplet
ovan kan man ta F(x,y) = y? + (x — 1)? och G(x,y) = 4, och d3
blir F(x,y) = G(x,y) samma som y? + (x — 1)> = 4.

Implicit derivering kan ocksd goras om x kan betraktas som
funktion av y och ekvationen F(x(y),y) = G(x(y),y) ar uppfylld.
(Mer om detta senare.)
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Implicit derivering

Implicit derivering ar anvandbar nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) och det ar svart, eller till och med omdjligt, att
beskriva y explicit (alltsd med ett konkret uttryck/formel) som
funktion av x (eller x som funktion av y).
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Implicit derivering

Implicit derivering ar anvandbar nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) och det ar svart, eller till och med omdjligt, att
beskriva y explicit (alltsd med ett konkret uttryck/formel) som
funktion av x (eller x som funktion av y).

Exempel. Foljande ekvation definierar implicit en funktion y(x)
som inte kan uttryckas explicit med hjalp av ett elementart uttryck
(dvs. ett uttryck som ar uppbyggt av de fyra raknesatten, polynom,
trigonometriska-, exponential- och/eller logaritmfunktioner, samt
sammansattningar av dessa):
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Implicit derivering

Implicit derivering ar anvandbar nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) och det ar svart, eller till och med omdjligt, att
beskriva y explicit (alltsd med ett konkret uttryck/formel) som
funktion av x (eller x som funktion av y).

Exempel. Foljande ekvation definierar implicit en funktion y(x)
som inte kan uttryckas explicit med hjalp av ett elementart uttryck
(dvs. ett uttryck som ar uppbyggt av de fyra raknesatten, polynom,
trigonometriska-, exponential- och/eller logaritmfunktioner, samt
sammansittningar av dessa): y° + xy + x° = 1.
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Implicit derivering

Implicit derivering ar anvandbar nar man har en ekvation

F(x,y) = G(x,y) och det ar svart, eller till och med omdjligt, att
beskriva y explicit (alltsd med ett konkret uttryck/formel) som
funktion av x (eller x som funktion av y).

Exempel. Foljande ekvation definierar implicit en funktion y(x)
som inte kan uttryckas explicit med hjalp av ett elementart uttryck
(dvs. ett uttryck som ar uppbyggt av de fyra raknesatten, polynom,
trigonometriska-, exponential- och/eller logaritmfunktioner, samt
sammansittningar av dessa): y° + xy + x° = 1.

Ovning 19. Derivera ovanstdende ekvation implicit dar y betraktas
som funktion av x och bestam kurvans lutning (som funktion av x)
i punkten (1,0). Med andra ord, bestam y’(1) dar y(x) &r den
funktion som implicit bestams av kurvan som beskrivs av

Y4 xy+x° =1
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Implicit derivering

Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger

5y4y/ +y+xy + 5x* = 0.
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Implicit derivering

Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger
5y4y' +y+xy + 5x* = 0.
Utbrytning av y’ ger sedan

r_ 75X4—|—y
y 5% + x’
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Implicit derivering

Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger
5y4y' +y+xy + 5x* = 0.

Utbrytning av y’ ger sedan

,_75X4—|—y
y 57 1 X
och insattning av x =1 och y = 0 ger nu
5-1*+0
1) = —=—— = —5.
y() =551
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Implicit derivering

Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger
5y4y' +y+xy + 5x* = 0.

Utbrytning av y’ ger sedan

,_75X4—|—y
y 57 1 X
och insattning av x =1 och y = 0 ger nu
5-1*+0
1) = —=—— = —5.
y() =551

Obs! Det ar inte sa att alla ekvationer definierar en kurva som ger
upphov till en implicit funktion pa ndgot intervall med mer an en
punkt.

Vera Koponen Forelasning 8



Implicit derivering
Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger
5y4y' +y+xy + 5x* = 0.

Utbrytning av y’ ger sedan

,_75X4—|—y
y 57 X
och insattning av x =1 och y = 0 ger nu
5-1*+0
1) = —=—— = —5.
y() =551

Obs! Det ar inte sa att alla ekvationer definierar en kurva som ger
upphov till en implicit funktion pa ndgot intervall med mer an en
punkt. Exempelvis s3 saknar ekvationen x? + y? = —1 reella
losningar overhuvudtaget,
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Implicit derivering
Losning: Implicit derivering av y° + xy + x> = 1 ger
5y4y' +y+xy + 5x* = 0.

Utbrytning av y’ ger sedan

,_75X4—|—y
y 57 1 X
och insattning av x =1 och y = 0 ger nu
5-1*+0
1) = —=—— = —5.
y() =551

Obs! Det ar inte sa att alla ekvationer definierar en kurva som ger
upphov till en implicit funktion pa ndgot intervall med mer an en
punkt. Exempelvis s3 saknar ekvationen x? + y? = —1 reella
l6sningar Sverhuvudtaget, och ekvationen x? + y? = 0 har bara
I6sningen (x,y) = (0, 0).



Implicit derivering: exempel

Exempel/Ovning. Ekvationen
x? + y2 cosx =0

definierar en funktion y(x) implicit i pa ett intervall kring x = 7.
Ange ekvationen for linjen som tangerar kurvan (som beskrivs av
ekvationen) i punkten (7, 7).
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Implicit derivering: exempel

Exempel/Ovning. Ekvationen
x? + y2 cosx =0

definierar en funktion y(x) implicit i pa ett intervall kring x = 7.
Ange ekvationen for linjen som tangerar kurvan (som beskrivs av
ekvationen) i punkten (7, 7).

Lésning. Implicit derivering (m.a.p. x) av bada leden ger

2x 4 2yy’ cosx — y?sinx = 0.
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Implicit derivering: exempel

Exempel/Ovning. Ekvationen
x? + y2 cosx =0

definierar en funktion y(x) implicit i pa ett intervall kring x = 7.
Ange ekvationen for linjen som tangerar kurvan (som beskrivs av
ekvationen) i punkten (7, 7).

Lésning. Implicit derivering (m.a.p. x) av bada leden ger
2x 4 2yy’ cosx — y?sinx = 0.
Utbrytning av y’ ger

, yZsinx —2x

Y 2y cos x
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Implicit derivering: exempel

Exempel/Ovning. Ekvationen
x? + y2 cosx =0

definierar en funktion y(x) implicit i pa ett intervall kring x = 7.
Ange ekvationen for linjen som tangerar kurvan (som beskrivs av
ekvationen) i punkten (7, 7).

Lésning. Implicit derivering (m.a.p. x) av bada leden ger
2x 4 2yy’ cosx — y?sinx = 0.
Utbrytning av y’ ger

, yZsinx —2x

Y 2y cos x

Insdttning av x = 7 och y = 7 ger y/(7) = 1.
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Implicit derivering: exempel

Exempel/Ovning. Ekvationen
x? + y2 cosx =0

definierar en funktion y(x) implicit i pa ett intervall kring x = 7.
Ange ekvationen for linjen som tangerar kurvan (som beskrivs av
ekvationen) i punkten (7, 7).

Lésning. Implicit derivering (m.a.p. x) av bada leden ger
2x 4 2yy’ cosx — y?sinx = 0.

Utbrytning av y’ ger

;. y?sinx — 2x

Y 2y cos x

Insdttning av x = 7 och y = 7 ger y/(7) = 1. S& tangentlinjen i
punkten (7, y(7)) = (m,m) har lutning 1 och dess ekvation ges da
avy = (x — ) + 7 = x eftersom linjen gér igenom (7, ).
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Implicit derivering: exempel

Exempel/évning. Finn den eller de punkter pad kurvan x
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

I
w[%
4
RIES
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Implicit derivering: exempel

Exempel/évning. Finn den eller de punkter pad kurvan x = y; +
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

[ESI

Losning. Vi soker en punkt (a, b) (eller punkter) pa kurvan sidan
att linjen fran (0,0) till (a, b) ar en normallinje till kurvan i
punkten (a, b). Implicit derivering (m.a.p. x) av ekvationen ger

1=y2y,
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Implicit derivering: exempel

Exempel/évning. Finn den eller de punkter pad kurvan x = y; +
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

[ESI

Losning. Vi soker en punkt (a, b) (eller punkter) pa kurvan sidan
att linjen fran (0,0) till (a, b) ar en normallinje till kurvan i
punkten (a, b). Implicit derivering (m.a.p. x) av ekvationen ger

1=y%/,
och vi far ocksa 1
!
y'==.
y2
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Implicit derivering: exempel

e . . o 3
Exempel /Ovning. Finn den eller de punkter pd kurvan x = % +
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

[ESI

Losning. Vi soker en punkt (a, b) (eller punkter) pa kurvan sidan
att linjen fran (0,0) till (a, b) ar en normallinje till kurvan i
punkten (a, b). Implicit derivering (m.a.p. x) av ekvationen ger

1=y2y,
och vi far ocksa
y' = LS
y?

| punkten (a, b) far vi y'(a) = %, s& normallinjens lutning ir —b?
i punkten (a, b).
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Implicit derivering: exempel

Exempel/évning. Finn den eller de punkter pad kurvan x = y; +
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

[ESI

Losning. Vi soker en punkt (a, b) (eller punkter) pa kurvan sidan
att linjen fran (0,0) till (a, b) ar en normallinje till kurvan i
punkten (a, b). Implicit derivering (m.a.p. x) av ekvationen ger

1=y%/,
och vi far ocksa 1
!
y'==.
y2

| punkten (a, b) far vi y'(a) = %, s& normallinjens lutning ir —b?
i punkten (a, b). Sa normallinjen till kurvan i punkten (a, b) har
ekvationen y = —b?x + m for nagot m.
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Implicit derivering: exempel

e . . o 3
Exempel /Ovning. Finn den eller de punkter pd kurvan x = % +
som ligger narmast origo (dvs. (0, 0)).

[ESI

Losning. Vi soker en punkt (a, b) (eller punkter) pa kurvan sidan
att linjen fran (0,0) till (a, b) ar en normallinje till kurvan i
punkten (a, b). Implicit derivering (m.a.p. x) av ekvationen ger

1=y2y,

och vi far ocksa
y' = LS
y?

| punkten (a, b) far vi y'(a) = %, s& normallinjens lutning ir —b?
i punkten (a, b). Sa normallinjen till kurvan i punkten (a, b) har
ekvationen y = —b?x + m for nagot m. Men eftersom normallinjen
som vi soker skall g& igenom (0,0) s maste vi ha m = 0.
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Implicit derivering: exempel

Eftersom den sokta linjen y = —b?x skall inneh&lla punkten (a, b)
s3 far vi b = —b2a, vilket ger
1
b=—-.
a
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Implicit derivering: exempel

Eftersom den sokta linjen y = —b?x skall inneh&lla punkten (a, b)
s3 far vi b = —b2a, vilket ger
1
b=—-.
a

Dessutom skall (a, b) ligga pa kurvan x = y; + % vilket ger
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Implicit derivering: exempel

Eftersom den sokta linjen y = —b?x skall inneh&lla punkten (a, b)
s3 far vi b = —b2a, vilket ger
1
b=—-.
a

Dessutom skall (a, b) ligga pa kurvan x = y; + % vilket ger

b3 L4
a=—+=
3 3

och efter substitutionen b = —1/a och forenklingar far vi

3a* —4a® +1=0.
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Implicit derivering: exempel

Eftersom den sokta linjen y = —b?x skall inneh&lla punkten (a, b)
s3 far vi b = —b2a, vilket ger
1
b=—-.
a

Dessutom skall (a, b) ligga pa kurvan x = %3 + % vilket ger

3 3

och efter substitutionen b = —1/a och forenklingar far vi

32" —4a° +1=0.
Generellt sett ar 4e-gradsekvationer inte latta att losa for hand,
men i detta fall ser man att a = 1 ar en losning, vilket ger

1
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Implicit derivering: exempel

Vi undersoker om det finns fler 16sningar till 3a* — 4a% +1 = 0.
Polynomdivision av 3a* — 4a® +1 =0 med a — 1 ger

33> —a®> —a—1och manseratt 38> —a> —a—1=0 har
|6sningen a = 1 (som alltsd &r en dubbelrot till den ursprungliga
4e-gradsekvationen).
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Implicit derivering: exempel

Vi undersoker om det finns fler 16sningar till 3a* — 4a% +1 = 0.
Polynomdivision av 3a* — 4a® +1 =0 med a — 1 ger

33> —a®> —a—1och manseratt 38> —a> —a—1=0 har
|6sningen a = 1 (som alltsd &r en dubbelrot till den ursprungliga
4e-gradsekvationen). Polynomdivision av 3a3 — a?> — a2 — 1 med
a— 1 ger polynomet 3a% +2a+ 1.
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Implicit derivering: exempel

Vi undersoker om det finns fler 16sningar till 3a* — 4a% +1 = 0.
Polynomdivision av 3a* — 4a® +1 =0 med a — 1 ger

33> —a®> —a—1och manseratt 38> —a> —a—1=0 har
|6sningen a = 1 (som alltsd &r en dubbelrot till den ursprungliga
4e-gradsekvationen). Polynomdivision av 3a3 — a?> — a2 — 1 med
a— 1 ger polynomet 3a% +2a+ 1. Med hjilp av standardmetoder

(“p-q formeln” tex.) ser man att 3a® + 2a + 1 = 0 saknar reella
|osningar.
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Implicit derivering: exempel

Vi undersoker om det finns fler 16sningar till 3a* — 4a% +1 = 0.
Polynomdivision av 3a* — 4a® +1 =0 med a — 1 ger

33> —a®> —a—1och manseratt 38> —a> —a—1=0 har
|6sningen a = 1 (som alltsd &r en dubbelrot till den ursprungliga
4e-gradsekvationen). Polynomdivision av 3a3 — a?> — a2 — 1 med
a— 1 ger polynomet 3a% +2a+ 1. Med hjilp av standardmetoder
(“p-q formeln” tex.) ser man att 3a® + 2a + 1 = 0 saknar reella
|6sningar. Darmed ar (a, b) = (1, —1) den enda punkt pd kurvan
vars normallinje gér igenom (0,0) och darfor ar (1, —1) den punkt
pd kurvan som ar narmast (0,0).
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Implicit derivering: ovningar

Ovning 20. (a) Derivera ekvationerna

x=%+4,

x? 4+ y? cosx = 0 och

24+ (x—1)2=4

implicit med avseende pd y, dvs. betrakta x som funktion av y,
och 13s ut x(y) var och en av fallen.

(5vning 21. Titta tillbaka pa de implicita deriveringarna med
avseende pa x, pa foregdende sidor, och se hur uttrycket for y’(x)
ser ut. Kan du beskriva ndgot samband mellan y’(x) och x'(y)?
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Implicit derivering: ovningar

Ovning 20. (a) Derivera ekvationerna

x=%+4,

x? 4+ y? cosx = 0 och

24+ (x—1)2=4

implicit med avseende pd y, dvs. betrakta x som funktion av y,
och 13s ut x(y) var och en av fallen.

(5vning 21. Titta tillbaka pa de implicita deriveringarna med
avseende pa x, pa foregdende sidor, och se hur uttrycket for y’(x)
ser ut. Kan du beskriva ndgot samband mellan y’(x) och x'(y)?

Ovning 22. Forsok att forklara sambandet.

Vera Koponen Forelasning 8



Implicit derivering: ovningar

Ovning 23. Harled (for heltal n > 1) formeln

med hjilp av implicit derivering. (Ledning: om y(x) = x/" s3
uppfyller y(x) sambandet y" = x.)
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