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Injektivitet

Definition. En funktion f kallas injektiv (boken sager
one-to-one/en-till-en) pa intervallet | om fdljande villkor galler:
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Injektivitet

Definition. En funktion f kallas injektiv (boken sager
one-to-one/en-till-en) pa intervallet | om fdljande villkor galler:
Om x,y € | och x # y sa f(x) # f(y).

Med andra ord s3 maste olika input fran intervallet ge olika output.
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Injektivitet

Definition. En funktion f kallas injektiv (boken sager
one-to-one/en-till-en) pa intervallet | om fdljande villkor galler:
Om x,y € | och x # y sa f(x) # f(y).

Med andra ord s3 maste olika input fran intervallet ge olika output.
Ovning 24. Ange si stora intervall som méjligt dar funktionerna
som ges av uttrycken nedan ar injektiva:

1 .
X%, X7, =, =5, SInX, COSX, tan x.
X X
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.
Lat Vr = {f(x) : x € I} vara f:s virdemangd pa intervallet /.
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.

Lat V¢ = {f(x) : x € I} vara f:s vardemangd pa intervallet /.

Nu kan man definiera en funktion f~1, kallad inversen till f (pa
intervallet /), vars doméan/definitionsmangd ar Vi och vars
vardemangd ar /:
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.

Lat V¢ = {f(x) : x € I} vara f:s vardemangd pa intervallet /.

Nu kan man definiera en funktion f~1, kallad inversen till f (pa
intervallet /), vars doméan/definitionsmangd ar Vi och vars
vardemangd ar /:

Forvarjey € Vi, fi(y)=x <= f(x)=y.
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.

Lat V¢ = {f(x) : x € I} vara f:s vardemangd pa intervallet /.

Nu kan man definiera en funktion f~1, kallad inversen till f (pa
intervallet /), vars doméan/definitionsmangd ar Vi och vars
vardemangd ar /:

Forvarjey € Vi, fi(y)=x <= f(x)=y.

D3 ir 1 definierad for alla y € V¢, for om y € Vi s3 finns (pga.
definitionen av V¢ och att f antas vara injektiv pa /) exakt ett
x € | sadant att f(x) = y.
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.

Lat V¢ = {f(x) : x € I} vara f:s vardemangd pa intervallet /.

Nu kan man definiera en funktion f~1, kallad inversen till f (pa
intervallet /), vars doméan/definitionsmangd ar Vi och vars
vardemangd ar /:

Forvarjey € Vi, fi(y)=x <= f(x)=y.

D3 ir 1 definierad for alla y € V¢, for om y € Vi s3 finns (pga.
definitionen av V¢ och att f antas vara injektiv pa /) exakt ett
x € | sadant att f(x) = y.

Exempel. Om f(x) = sinx sd ar f injektiv pd [-7, 5] och
Vi = {sinx: x € [-5, 5]} = [-1,1], sa inversen till f (pa

™ T

—%,%]) ar definierad for alla x € [-1,1].
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Inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pd intervallet /.

Lat V¢ = {f(x) : x € I} vara f:s vardemangd pa intervallet /.
Nu kan man definiera en funktion f~1, kallad inversen till f (pa
intervallet /), vars doméan/definitionsmangd ar Vi och vars
vardemangd ar /:

Forvarjey € Vi, fi(y)=x <= f(x)=y.

D3 ir 1 definierad for alla y € V¢, for om y € Vi s3 finns (pga.
definitionen av V¢ och att f antas vara injektiv pa /) exakt ett
x € | sadant att f(x) = y.

Exempel. Om f(x) = sinx sd ar f injektiv pd [-7, 5] och

Vi = {sinx: x € [-5, 5]} = [-1,1], sa inversen till f (pa
—%,%5]) ar definierad for alla x € [-1,1]. Inversen till sinx (pd
[—Z,Z]) brukar betecknas sin~! y eller arcsin y; eller sin™* x eller

arcsin x om man anvander variabeln x istallet, som vi ar vana med.
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Inversfunktioners egenskaper

Antag att f ar injektiv p3 intervallet /, sa inversen f ! existerar
och ar definierad péd f:s vardemangd V¢ = {f(x) : x € I} (for
intervallet /).
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Inversfunktioners egenskaper

Antag att f ar injektiv p3 intervallet /, sa inversen f ! existerar
och ar definierad péd f:s vardemangd V¢ = {f(x) : x € I} (for
intervallet /).

For alla x € | géller att f~1(f(x)) = x, for om y = f(x) s3
f~1(f(x)) = f~1(y) = x enligt definitionen av 1.
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Inversfunktioners egenskaper

Antag att f ar injektiv p3 intervallet /, sa inversen f ! existerar
och ar definierad péd f:s vardemangd V¢ = {f(x) : x € I} (for
intervallet /).

For alla x € | géller att f~1(f(x)) = x, for om y = f(x) s3
f~1(f(x)) = f~1(y) = x enligt definitionen av 1.

For alla y € V; géller att f(f~1(y)) =y, for om y € Vs s4 finns
x € | sd att f(x) =y, vilket ger

F(F2(y)) = F(F(F()) = F(x) = y.
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Inversfunktioners egenskaper

Antag att f ar injektiv p3 intervallet /, sa inversen f ! existerar
och ar definierad péd f:s vardemangd V¢ = {f(x) : x € I} (for
intervallet /).

For alla x € | géller att f~1(f(x)) = x, for om y = f(x) s3
f~1(f(x)) = f~1(y) = x enligt definitionen av 1.

For alla y € V; géller att f(f~1(y)) =y, for om y € Vs s4 finns
x € | sd att f(x) =y, vilket ger

F(F2(y)) = F(F(F()) = F(x) = y.

Exempel. Om sin~! (som vanligt) betecknar inversen till sin p3

intervallet [—7, 7] sa galler att

sin"i(sinx) =x, foralla — = <x<

T T
2~ 2’
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Inversfunktioners egenskaper

Antag att f ar injektiv p3 intervallet /, sa inversen f ! existerar
och ar definierad péd f:s vardemangd V¢ = {f(x) : x € I} (for
intervallet /).

For alla x € | géller att f~1(f(x)) = x, for om y = f(x) s3
f~1(f(x)) = f~1(y) = x enligt definitionen av 1.

For alla y € V; géller att f(f~1(y)) =y, for om y € Vs s4 finns
x € | sd att f(x) =y, vilket ger

F(F2(y)) = F(F(F()) = F(x) = y.

Exempel. Om sin~! (som vanligt) betecknar inversen till sin p3

intervallet [—7, 7] sa galler att

1, . T
sin"i(sinx) = x, foralla — > <x<

il
2 Y

och sin(sin"ly) =y, foralla —1<y<1.
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).

Exempel. L3t f(x) = (x — 1)° + 2.
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).

Exempel. L3t f(x) = (x — 1)°> + 2. D3 giller att
y=f(x)=(x—-1)>+2
= y-2=(x—-1)°
1
— (y—-2)s=x-1

— x:(y—2)%+1,
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).

Exempel. L3t f(x) = (x — 1)°> + 2. D3 giller att

y=f(x)=(x—-1)>+2
= y-2=(x—-1)°
— (y-2)s=x-1

— x:(y—2)%+1,

8 F1(y)=(y—2)5 +1,
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).

Exempel. L3t f(x) = (x — 1)°> + 2. D3 giller att
y =)= (x— 1) +2
= y-2=(x—-1)°
1
— (y—-2)s=x-1
— x:(y—2)% +1,

. o 1
safiy)=(y—=2)ps+1
eller f~1(x) = (x —2)5 + 1 om vi hellre vill anvanda variabeln x.
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Inversfunktioner: exempel

Ibland (men oftast inte) kan man finna inversen till en funktion
f(x) genom att I6sa ut x ur uttrycket som beskriver f(x).

Exempel. L3t f(x) = (x — 1)°> + 2. D3 giller att
y=f(x)=(x—-1)>+2
= y-2=(x—-1)°
1
— (y—-2)s=x-1
— x:(y—2)%+1,
s3 Fl(y)=(y—2)5 +1,

eller f~1(x) = (x — 2)% + 1 om vi hellre vill anvanda variabeln x.
(Man kan nu ocks3 kontrollera att f~1(f(x)) = x verkligen giller.)
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Inversfunktioner: ovningar

Ovning 25. Ange s3 stora intervall som majligt dar foljande
funktioner ar injektiva, och beskriv deras inverser pd dessa intervall:

1 1 1
2 3
X, Xy X7, T, o

x x?27 1—x
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Inversfunktioner: ovningar

Ovning 25. Ange s3 stora intervall som majligt dar foljande
funktioner ar injektiva, och beskriv deras inverser pd dessa intervall:

1 1 1
x, x%, x5,

x" x27 1—x

bvning 26. Forklara, med hjalp av deras definitioner, varfor
(a) sinx ar injektiv pa [-75, 5],

(b) cosx ar injektiv pa [0, 7], och

(c) tanx ar injektiv pa (-7, ).
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Inversfunktioner: ovningar

Ovning 25. Ange s3 stora intervall som majligt dar foljande
funktioner ar injektiva, och beskriv deras inverser pd dessa intervall:

1 1 1
x, x%, x5,

x" x27 1—x

bvning 26. Forklara, med hjalp av deras definitioner, varfor
(a) sinx ar injektiv pa [-75, 5],

(b) cosx ar injektiv pa [0, 7], och

(c) tanx ar injektiv pa (-7, ).

Inverserna till ovanstdende funktioner pa respektive intervall
betecknas

-1 -1

sin~!, cos!, tan”t, eller

arcsin, arccos, arctan.
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Inversfunktioner: ovningar

Ovning 25. Ange s3 stora intervall som majligt dar foljande
funktioner ar injektiva, och beskriv deras inverser pd dessa intervall:

1 1 1
x, x%, x5,

x" x27 1—x

bvning 26. Forklara, med hjalp av deras definitioner, varfor
(a) sinx ar injektiv pa [-75, 5],

(b) cosx ar injektiv pa [0, 7], och

(c) tanx ar injektiv pa (-7, ).

Inverserna till ovanstdende funktioner pa respektive intervall
betecknas

1 cos7!, tan~!, eller

sin
arcsin, arccos, arctan.
Ovning 27. Vad ar foljande gransvarden?

lim tanx, lim tanx.
X——=3+ X—5—
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Geometrisk tolkning av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pa ett intervall /. Ett enkelt samband
foreligger mellan kurvan/grafen y = f(x) (for x € | och y € Vf)
och kurvan/grafen y = f~1(x) (for x € V¥ och y € 1).
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Geometrisk tolkning av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pa ett intervall /. Ett enkelt samband
foreligger mellan kurvan/grafen y = f(x) (for x € | och y € Vf)
och kurvan/grafen y = f~1(x) (for x € V¥ och y € 1).

Antag att a € / och att punkten (x,y) = (a, b) ligger pa kurvan
y = f(x).
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Geometrisk tolkning av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pa ett intervall /. Ett enkelt samband
foreligger mellan kurvan/grafen y = f(x) (for x € | och y € Vf)
och kurvan/grafen y = f~1(x) (for x € V¥ och y € 1).

Antag att a € / och att punkten (x,y) = (a, b) ligger pa kurvan
y = f(x). Da galler att b = f(a) och darmed

f=1(b) = f~1(f(a)) = a, s& punkten (x,y) = (b,a) = (b, f 1(b))
ligger pa kurvan y = f1(x).
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Geometrisk tolkning av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pa ett intervall /. Ett enkelt samband
foreligger mellan kurvan/grafen y = f(x) (for x € | och y € Vf)
och kurvan/grafen y = f~1(x) (for x € V¥ och y € 1).

Antag att a € / och att punkten (x,y) = (a, b) ligger pa kurvan
y = f(x). Da galler att b = f(a) och darmed

f=1(b) = f~1(f(a)) = a, s& punkten (x,y) = (b,a) = (b, f 1(b))
ligger p3 kurvan y = f~1(x). Betrakta linjen mellan (a, b) och
(b, a). Dess lutning ar S:Z = —1, sa den ar vinkelrdt mot linjen
y = x, eftersom den senare linjen har lutning 1.
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Geometrisk tolkning av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv pa ett intervall /. Ett enkelt samband
foreligger mellan kurvan/grafen y = f(x) (for x € | och y € Vf)
och kurvan/grafen y = f~1(x) (for x € V¥ och y € 1).

Antag att a € / och att punkten (x,y) = (a, b) ligger pa kurvan
y = f(x). Da galler att b = f(a) och darmed

f=1(b) = f~1(f(a)) = a, s& punkten (x,y) = (b,a) = (b, f 1(b))
ligger p3 kurvan y = f~1(x). Betrakta linjen mellan (a, b) och
(b, a). Dess lutning ar S:Z = —1, sa den ar vinkelrdt mot linjen

y = x, eftersom den senare linjen har lutning 1. Sammantaget
betyder detta att om varje punkt (a, b) pa grafen y = f(x)
flyttas till punkten (b, a) — en spegling kring linjen y = x — sa
far man grafen for y = f—1(x).
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Geometrisk tolkning: exempel

Betrakta f(x) = x3 som ir injektiv pa hela tallinjen och vars
vardemangd ocksa ar hela tallinjen.
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Geometrisk tolkning: exempel

Betrakta f(x) = x3 som ir injektiv pa hela tallinjen och vars

vardemangd ocks3 ar hela tallinjen. Inversen till f ar
f1(x) = x/3.
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Geometrisk tolkning: exempel

Betrakta f(x) = x3 som ir injektiv pa hela tallinjen och vars
vardemangd ocks3 ar hela tallinjen. Inversen till f ar

f~1(x) = x*/3. Om man vet hur grafen y = f(x) ser ut s3 kan
man forstd hur grafen y = f~1(x) ser ut genom att spegla grafen
y = f(x) kring linjen y = x (dvs “flytta” varje punkt (a, b) pa
grafen y = f(x) till punkten (b, a)). Pa nasta sida gors detta for

(en grov skiss av) grafen y = x3.
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Geometrisk tolkning: exempel

Eftersom skisserna ar valdigt grova sd maste lasaren sjalv forestalla
sig den perfekta speglingen av grafen y = x> kring linjen y = x.

A N ¥==
y==x"3
yY==
y==Y1/3),
dvs. ¥ = tredje roten
\ av E \
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Geometrisk tolkning: exempel

Har skissas grafen till f(x) = x? och grafen till dess invers
f~1(x) = v/x pa intervallet [0, 00).

E
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Geometrisk tolkning: exempel

Har skissas grafen till en funktion f (i rott) och grafen till dess
invers 1 (i blatt).

L J

i (x)
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Geometrisk tolkning: ovningar

Ovning 28. (a) Skissa graferna till inverserna till funktionerna sin,
cos och tan pa intervallet [-75, 5]. Obs! Inversernas

doman /definitionsmangd kommer vara [—1, 1] for sin och cos, och
hela tallinjen for tan.

(b) Skissa grafen till inversen av f(x) = 2x — 1.

(c) P4 intervallet (—o0, 0] s& ir g(x) = —x? + 4 injektiv. Skissa
kurvan y = g71(x) for x < 2. (Dominen /definitionsmangden till
g1 ar (—oo, 2], eftersom vi i denna uppgift betraktar (—oo, 0]
som f:s doman.)
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Derivator av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv och deriverbar pd intervallet /, och antag
dessutom att f’(x) # 0 for alla x € /. For alla
x € Ve ={f(a) : a € l} galler da att

d _ 1
&0 = FEe)
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Derivator av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv och deriverbar pd intervallet /, och antag
dessutom att f’(x) # 0 for alla x € /. For alla
x € Ve ={f(a) : a € l} galler da att

d _ 1
&0 = FEe)

Bevis. Vi vet att om y = f1(x) s3 f(y) = x. Implicit derivering
(m.a.p. x) av sambandet f(y) = x dar y betraktas som en
funktion av x enligt y(x) = f~1(x) ger d%f(y(x)) = %x,
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Derivator av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv och deriverbar pd intervallet /, och antag
dessutom att f’(x) # 0 for alla x € /. For alla
x € Ve ={f(a) : a € l} galler da att

1
Bevis. Vi vet att om y = f1(x) s3 f(y) = x. Implicit derivering

(m.a.p. x) av sambandet f(y) = x dar y betraktas som en
funktion av x enligt y(x) = f~1(x) ger de( (x)) = (;ix som i sin

tur ger f'(y(x))y'(x) =1,

S0 =
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Derivator av inversfunktioner

Antag att f ar injektiv och deriverbar pd intervallet /, och antag
dessutom att f’(x) # 0 for alla x € /. For alla
x € Ve ={f(a) : a € l} galler da att

1
FEI0)

Bevis. Vi vet att om y = f1(x) s3 f(y) = x. Implicit derivering
(m.a.p. x) av sambandet f(y) = x dar y betraktas som en
funktion av x enligt y(x) = f~1(x) ger de( (x)) = (;ix som i sin
tur ger f'(y(x))y’(x) = 1, vilket slutligen ger

S0 =

d Frox 1 B 1
= EY(X) =y(x)= f(y(x)) - f’(f—l(x))'
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Vi har foljande derivator:

d 1
asln X = ﬁ
., 1
?COS X = —ﬁ
—tan"x = 1
dx 1+ x2
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Bevis av det forsta sambandet. Lt f(x) = sin x, sa (for
—1<x<1) fY(x) =sin"1x. Vihar di f/(x) = cosx, s enligt
den allmanna regeln fran foregdende sida sa
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Bevis av det forsta sambandet. Lt f(x) = sin x, sa (for
—1<x<1) fY(x) =sin"1x. Vihar di f/(x) = cosx, s enligt
den allmanna regeln fran foregdende sida sa

1 1 1

dx f'(sin~1x)  cos(sin~!x)

cos2(sin~! x)
1

\/1—5|n (sin~1x)

=~ (eftersom sin(sin ! x) = x).
m

(pga. sin® u + cos® u = 1)
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Bevis av det sista sambandet. Lit f(x) = tanx, sa
f~1(x) = tan"1 x och f’(x) = 1 +tan? x (enligt en av
mojligheterna att beskriva derivatan av tan x).
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Bevis av det sista sambandet. Lit f(x) = tanx, sa
f~1(x) = tan"1 x och f’(x) = 1 +tan? x (enligt en av
mojligheterna att beskriva derivatan av tan x). Med hjilp av det
allmanna sambandet far vi

1 1 1

—t - = =
dx o 1+tan?(tan~1x) 14 x?’

eftersom tan(tan™! x) = x.
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Derivator av trigonometriska inversfunktioner

Bevis av det sista sambandet. Lit f(x) = tanx, sa
f~1(x) = tan"1 x och f’(x) = 1 +tan? x (enligt en av
mojligheterna att beskriva derivatan av tan x). Med hjilp av det
allmanna sambandet far vi

1 1 1

—t - = =
dx o 1+tan?(tan~1x) 14 x?’

eftersom tan(tan™! x) = x.

0vning 29. Bevisa att dix cos Ix =——-
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Exponentialfunktionen: heltalsexponenter

Antag att a ar ett positivt reellt tal.
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Exponentialfunktionen: heltalsexponenter

Antag att a ar ett positivt reellt tal.

For varje positivt heltal n, sa

n ganger

och a7 " = ain Vi bestimmer ocks3 att a = 1.
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Exponentialfunktionen: heltalsexponenter

Antag att a ar ett positivt reellt tal.

For varje positivt heltal n, sa

n ganger

och a7 " = ain Vi bestimmer ocks3 att a = 1.

Fran dessa definitioner ar det inte svart att overtyga sig om att
foljande rakneregler galler s3 lange x ar ett heltal.

a —
¥ = aery7 g (ax))’ _ axy’

a>1l, x>y = a* >3 >0,
a<l, x>y = 0<a“<ad.
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Exponentialfunktionen: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje heltal n sa definierar vi /a = an till
att vara det tal b som uppfyller att b" = a.
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Exponentialfunktionen: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje heltal n sa definierar vi /a = an till
att vara det tal b som uppfyller att b" = a.

Hur vet vi att ett sddant b finns?
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Exponentialfunktionen: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje heltal n sa definierar vi /a = an till
att vara det tal b som uppfyller att b" = a.

Hur vet vi att ett sddant b finns? S3har, till exempel: Funktionen
f(x) = x" ar vaxande pa [0, 00) och darmed injektiv pa [0, co).
Dessutom ar x" kontinuerlig och antar godtyckligt stora varden, sa
{x": x>0} =[0,00) (med hjalp av satsen om mellanliggande
varden).
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Exponentialfunktionen: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje heltal n sa definierar vi /a = an till
att vara det tal b som uppfyller att b" = a.

Hur vet vi att ett sddant b finns? S3har, till exempel: Funktionen
f(x) = x" ar vaxande pa [0, 00) och darmed injektiv pa [0, co).
Dessutom ar x" kontinuerlig och antar godtyckligt stora varden, sa
{x": x>0} =[0,00) (med hjalp av satsen om mellanliggande
varden). Dirfor existerar inversen £ till f(x) = x" (begriansad
till [0,00)), och f=1(x) ar definierad pa hela [0,0) och dess
vardemangd ar ocksd [0, o0).
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Exponentialfunktionen: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje heltal n sa definierar vi /a = an till
att vara det tal b som uppfyller att b" = a.

Hur vet vi att ett sddant b finns? S3har, till exempel: Funktionen
f(x) = x" ar vaxande pa [0, 00) och darmed injektiv pa [0, co).
Dessutom ar x" kontinuerlig och antar godtyckligt stora varden, sa
{x": x>0} =[0,00) (med hjalp av satsen om mellanliggande
varden). Dirfor existerar inversen £ till f(x) = x" (begriansad
till [0,00)), och f=1(x) ar definierad pa hela [0,0) och dess
vardemangd ar ocksd [0,00). Om a > 0 s tillhor a

dominen /definitionsmiangden till f~1 s3 13t b = f~%(a) och vi far
b" = f(b) = f(f1(a)) = a.
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Exponentialfunktioner: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje rationellt tal g (dar p, g ar heltal)
sa definierar vi

1
B 1
as = v/aP = (ap)q.
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Exponentialfunktioner: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje rationellt tal g (dar p, g ar heltal)

sa definierar vi .

as = /aP = (ap)a.

Genom att anvanda raknereglerna for heltalsexponenter och
ovanstdende definition s& kan man visa att samma rakneregler
galler for alla rationella exponenter.
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Exponentialfunktioner: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje rationellt tal g (dar p, g ar heltal)

sa definierar vi .

a2 = V/ap = (ap)a.

Genom att anvanda raknereglerna for heltalsexponenter och
ovanstdende definition s& kan man visa att samma rakneregler
galler for alla rationella exponenter.

Men vad betyder a* om x ar irrationellt? Vad betyder a7,
exempelvis?
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Exponentialfunktioner: rationella exponenter

Antag att a > 0. For varje rationellt tal g (dar p, g ar heltal)

sa definierar vi .

as = /aP = (ap)a.

Genom att anvanda raknereglerna for heltalsexponenter och
ovanstdende definition s& kan man visa att samma rakneregler
galler for alla rationella exponenter.

Men vad betyder a* om x ar irrationellt? Vad betyder a7,
exempelvis? Definitionen av a* for alla reella x kraver mer arbete.

Vera Koponen Forelasning 9-11



Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt.
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Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt. Vi kommer anvanda foljande:
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Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt. Vi kommer anvanda foljande:

Hjalpsats: For alla rationella x, y, z sddana att x < y < z s
galler att

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y — X z—x
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Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt. Vi kommer anvanda foljande:

Hjalpsats: For alla rationella x, y, z sddana att x < y < z s
galler att

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y — X z—x

Ovanstdende visas i slutet av denna text.
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Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt. Vi kommer anvanda foljande:

Hjalpsats: For alla rationella x, y, z sddana att x < y < z s
galler att

a¥ — a* a‘ — a¥

0< .
y—X Z—X

Ovanstdende visas i slutet av denna text.

Antag nu att « ar ett reellt tal (vilket som helst).
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Exponentialfunktioner: reella exponenter

Antag att a > 1, vilket ar den vanligaste situationen. Men
huvudresultaten galler aven for 0 < a < 1 och kan visas pa
liknande satt. Vi kommer anvanda foljande:

Hjalpsats: For alla rationella x, y, z sddana att x < y < z s
galler att

a¥ — a* a‘ — a¥

0< .
y—X Z—X

Ovanstdende visas i slutet av denna text.

Antag nu att « ar ett reellt tal (vilket som helst).

Pga. den fundamentala egenskapen hos de rationella talen (fran
forelasning 1-3) sa finns rationella tal p,, g,, n=1,2,3,...
sddana att

pL<p<...<pp<...<a<..<qy<...<q@p<q

och g, — pp, < 2—1n for alla n, s lim,_o0 pn = lim, o0 gn = .
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par génger, sa

0<

aqn — aPn aql — apﬂ aql — an
<

< .
Adn — Pn a1 — Pn a—q2
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par génger, sa
aqn — aPn aql — apﬂ aql — an

0< < < .

dn — Pn q1 — Pn q1 —q2

(som inte beror pa n), sa far vi
0<a¥™ —a <K < K
<at—art< (qn_Pn)_ﬁ’

«Jo q1 — 59
Om vi later K = 21=2%2
q1—q2
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par génger, sa
aqn — aPn aql — apﬂ aql — an

0< < < .
dn — Pn q1 — Pn q1 —q2
(som inte beror pa n), sa far vi
K
0<a¥™ —a” <K(gn—pn) < on

«Jo q1 — 59
Om vi later K = 21=2%2
q1—q2

vilket innebar att det finns ett unikt reellt tal £ (som beror pd «)

sddant att
aln < &< aP foralla n=1,2,3,....
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par ganger, sd
aqn — aPn aql — apﬂ aql — an

0< < < .
dn — Pn q1 — Pn q1 —q2
(som inte beror pa n), sa far vi
K
0<a¥™ —a” <K(gn—pn) < on

«Jo q1 — 59
Om vi later K = 21=2%2
q1—q2

vilket innebar att det finns ett unikt reellt tal £ (som beror pd «)

sddant att
aln < &< aP foralla n=1,2,3,....

Vi definierar a“ till att vara talet &.
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par ganger, sd
aqn — aPn aql — apﬂ aql — an

0< < < .
dn — Pn q1 — Pn q1 —q2
(som inte beror pa n), sa far vi
0<a¥ —aP < K(gn—pn) < K
<a aP" < K(qn — pn) < on

«Jo q1 — 59
Om vi later K = 21=2%2
q1—q2

vilket innebar att det finns ett unikt reellt tal £ (som beror pd «)

sddant att
aln < &< aP foralla n=1,2,3,....

Vi definierar a“ till att vara talet &.
Med denna definition, for varje reellt x = «, sa blir f(x) = a* en
kontinuerlig funktion pa (—oo, c0) (men jag hoppar 6ver

detaljerna),
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Enligt hjalpsatsen, tillampad ett par génger, sa

aqn — aPn aql — apﬂ aql — an
0< < < .
dn — Pn q1 — Pn q1 —q2

Om vi later K = % (som inte beror pa n), sa far vi
K
0<a¥™ —a” <K(gn—pn) < on

vilket innebar att det finns ett unikt reellt tal £ (som beror pd «)
sddant att

aln < &< aP foralla n=1,2,3,....
Vi definierar a“ till att vara talet &.

Med denna definition, for varje reellt x = «, sa blir f(x) = a* en
kontinuerlig funktion pa (—oo, c0) (men jag hoppar 6ver
detaljerna), och det gar inte att definiera a* pa nigot annat sitt
om man vi fa en kontinuerlig funktion som sammanfaller med a*
sd som den ar definierad for rationella x.
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Expnentialfunktioner: reella exponenter

Nar a* ar definierad som ovan for alla reella exponenter sa galler
de tidigare ndmnda r3knereglerna for alla reella x och y (vilket kan
visas med viss méda genom att anvanda definitionen).
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a > 1 och
th = gxah > %,
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a > 1 och
ath = 2¥ah > 2. Fran detta foljer att f(x) = a* ir en vixande
funktion, och darmed injektiv, pd hela R.
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a" > 1 och

ath = 2¥ah > 2. Fran detta foljer att f(x) = a* ir en vixande
funktion, och diarmed injektiv, pd hela R. Darmed har f(x) = a*
en invers f~1(x) som ir definierad for alla

x € {a¥: x € R} = (0, 00).
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a" > 1 och

ath = 2¥ah > 2. Fran detta foljer att f(x) = a* ir en vixande
funktion, och diarmed injektiv, pd hela R. Darmed har f(x) = a*
en invers f~1(x) som ir definierad for alla

x € {a¥: x € R} = (0, 00).

Inversen f~1(x) till f(x) = a* betecknas log, x (dvs. om
f(x) = a“ s& f~}(x) = log, x), och kallas logaritmen av x i
basen a.
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a" > 1 och

ath = 2¥ah > 2. Fran detta foljer att f(x) = a* ir en vixande
funktion, och diarmed injektiv, pd hela R. Darmed har f(x) = a*
en invers f~1(x) som ir definierad for alla

x € {a¥: x € R} = (0, 00).

Inversen f~1(x) till f(x) = a* betecknas log, x (dvs. om

f(x) = a“ s& f~}(x) = log, x), och kallas logaritmen av x i
basen a.

Om 0 < a< 1s3ar f(x) = a" avtagande pa hela R och har da

ocksa en invers som betecknas log, x. (Detta kan visas pa liknande
satt som da a > 1.)
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Exponentialfunktionen f(x) = a* har en invers

Notera att a > 1 och h > 0 medfér att a" > 1 och

ath = 2¥ah > 2. Fran detta foljer att f(x) = a* ir en vixande
funktion, och diarmed injektiv, pd hela R. Darmed har f(x) = a*
en invers f~1(x) som ir definierad for alla

x € {a¥: x € R} = (0, 00).

Inversen f~1(x) till f(x) = a* betecknas log, x (dvs. om

f(x) = a“ s& f~}(x) = log, x), och kallas logaritmen av x i
basen a.

Om 0 < a < 1saar f(x) = a* avtagande pa hela R och har da
ocksa en invers som betecknas log, x. (Detta kan visas pa liknande
satt som da a > 1.) Om a =1 s3 ar f(x) = a* konstant, och
saknar invers.
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Grafer till exponential- och logaritmfunktioner

Nedan tas f(x) = log, x som utgdngsfunktionen, och da ar
f~1(x) = 2% dess invers.

' (x)=2"

f(x)=log, x
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

Antag att a > 1. (Liknande resonemang funkar om 0 < a < 1.)
Man kan bevisa, genom anvandning av definitionen av a~, att, for
alla reella x < y < z sa

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y —Xx z—x
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

Antag att a > 1. (Liknande resonemang funkar om 0 < a < 1.)
Man kan bevisa, genom anvandning av definitionen av a~, att, for
alla reella x < y < z sa

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y —Xx z—x
Man kan uttrycka ovanstdende genom att saga att funktionen
f(x) = a* ar konvex.
Speciellt har vi for alla 0 < h < k att
ax+h — ax+k —

0
< P < P
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

Antag att a > 1. (Liknande resonemang funkar om 0 < a < 1.)
Man kan bevisa, genom anvandning av definitionen av a~, att, for
alla reella x < y < z sa

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y —Xx z—x

Man kan uttrycka ovanstdende genom att saga att funktionen
f(x) = a* ar konvex.

Speciellt har vi for alla 0 < h < k att

o< ax+h — _ ax+k —
h k ’
sa funktionen g(h) = QXH,';"X ar avtagande pa (0, 1) och alltid

storre an 0,
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

Antag att a > 1. (Liknande resonemang funkar om 0 < a < 1.)
Man kan bevisa, genom anvandning av definitionen av a~, att, for
alla reella x < y < z sa

a¥ — a* a‘ — a¥
0< <

y —Xx z—x
Man kan uttrycka ovanstdende genom att saga att funktionen
f(x) = a* ar konvex.
Speciellt har vi for alla 0 < h < k att
ax+h — ax+k —

0
< P < P

xth_34

s3 funktionen g(h) = Z— =2 ir avtagande pa (0,1) och alltid

. . . - . x+h__ ox .
storre an 0, vilket medfor att limp,_,o4 ——2- existerar som reellt

tal. (Eftersom noll &r en undre grans till mangden
{g(h) : 0 < h < 1}, sa finns en storsta undre grans till den
mangden; och den stdrsta undre gransen ar gransvardet.)
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

o - . . . X+h__ x .
P& liknande satt kan man visa att limj_,o_ =——2- existerar.
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

o |- . . . X+h__ ax . .
P& liknande satt kan man visa att limj_,o_ ——2- existerar. For

att visa att f(x) = a* ar deriverbar behdver vi nu bara visa att

X x+h X

. ath—ga .
im —— = |im
h—0+ h h—0— h

a —a
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Exponentialfunktioner ar deriverbara

o |- . . . X+h__ ax . .
P& liknande satt kan man visa att limj_,o_ ——2- existerar. For

att visa att f(x) = a* ar deriverbar behdver vi nu bara visa att

aX+h — ax—i—h — ¥
im —— = |im
h—0+ h h—0— h
Detta kan goras sd har, med substitutionen kK = —h:
. ax+k — ¥ N ak -1
[im — =3* |lim
k—0— k k—0—
X - a’h -1 X - ah -1 . _h
=3 Im —— =3 lm —— - |lim a
h—0+ —h h—0+ h h—0+
73071
ax—i—h — 3
= lim
h—0+ h
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Derivatan av exponentialfunktioner

Ovanstaende resonemang fungerar for alla x € R, sa speciellt for
. . . . ah—l - o
x =0, vilket innebar att limp, .o == = C; for ndgon konstant C,

som beror pa a.
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Derivatan av exponentialfunktioner

Ovanstaende resonemang fungerar for alla x € R, sa speciellt for
. . . . ah—l - o
x =0, vilket innebar att limp, .o == = C; for ndgon konstant C,

som beror pa a.

Derivering av f(x) = a* ger

, @ th a1
f(X):llwlmT:llwlmOa g
—0 —
h
.ooa -
= 3% lim = (C,a"
h—0
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. . . h_
Vi undersoker nu konstanten C; = limy_,q a—hl
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. . . h_
Vi undersoker nu konstanten C; = limy_,q a—hl

Substitutionen 2" — 1 = s ir ekvivalent med h = log,(1 + s) (om
s > —1), och eftersom h — 0 medfér s = a" —1 50, s& far vi

il S S S S
h s=0log,(1+5)  s=01log,(1+5)
limaso (Llog,(1+5))  log, (limsso(1+5)/s)’

C, =
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. . . h_
Vi undersoker nu konstanten C; = limy_,q a—hl

Substitutionen 2" — 1 = s ir ekvivalent med h = log,(1 + s) (om
s > —1), och eftersom h — 0 medfér s = a" —1 50, s& far vi

il S S S S
h s=0log,(1+5)  s=01log,(1+5)
1 B 1
lims_,o (Llog,(1+5))  log, (limso(1+5)1/5)’

dar vi i sista steget anvande att log, x ar kontinuerlig, vilket ar en
foljd av att log, x ar inversen till a* som ar kontinuerlig.

C, =
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Vi undersoker nu konstanten C; = limy_,q Lh_l
Substitutionen 2" — 1 = s ir ekvivalent med h = log,(1 + s) (om
s > —1), och eftersom h — 0 medfér s = a" —1 50, s& far vi
it > I
= =lm——=Ilim+————
a h s—0 |Oga(1 + S) s—0 % Ioga(l + 5)

1 B 1

limso (Llog,(1+5s))  log, (lims—o(1 4 s)t/s)’

dar vi i sista steget anvande att log, x ar kontinuerlig, vilket ar en
foljd av att log, x ar inversen till a* som ar kontinuerlig.

Pga av att vi har likheter ovan och G, ar ett reellt tal sd existerar
lims—o(1 + s)l/s som ett reellt tal.
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Vi undersoker nu konstanten C; = limy_,q Lh_l
Substitutionen 2" — 1 = s ir ekvivalent med h = log,(1 + s) (om
s > —1), och eftersom h — 0 medfér s = a" —1 50, s& far vi
it > I
= =lm——=Ilim+————
a h s—0 |Oga(1 + S) s—0 % Ioga(l + 5)

1 B 1

limso (Llog,(1+5s))  log, (lims—o(1 4 s)t/s)’

dar vi i sista steget anvande att log, x ar kontinuerlig, vilket ar en
foljd av att log, x ar inversen till a* som ar kontinuerlig.

Pga av att vi har likheter ovan och G, ar ett reellt tal sd existerar
lims_0(1 + s)1/% som ett reellt tal. Detta tal kallas/betecknas
‘e’, och vi har

1INt
e = Iim(1+s)1/sz lim <1+7> .
5s—0 t

t—00
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Derivatan av €* och den naturliga logaritmen

Vi har tidigare funnit att %ax = (C,a%, och foregdende sidas

resultat medfér att C, = ﬁ, sa
LI
dx log,(e)
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Derivatan av €* och den naturliga logaritmen

Vi har tidigare funnit att %ax = (C,a%, och foregdende sidas

resultat medfér att C, = ﬁ, sa
LI
dx log,(e)

Eftersom log, x ar inversen till a* sa galler log,(a*) = x for alla
x € R.
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Derivatan av e* och den naturliga logaritmen

Vi har tidigare funnit att J-a* = (,a*, och foregdende sidas

resultat medfor att C; = Iog, (e) sa
iax - .
dx log,(e)
Eftersom log, x ar inversen till a* sa galler log,(a*) = x for alla
x € R.
For a= e och x =13 far vi Co =, Lo —_1  och
log.(e) ~ log.(eT)
d e~
e = (e = ———5 = €,
dx log,.(el)

sd derivatan av e* ar alltsd e, vilket gor deriveringar i basen e
enklare.
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Derivatan av €* och den naturliga logaritmen

Vi har tidigare funnit att d a = (C,a%, och foregdende sidas

resultat medfor att C; = Iog, (e) sa
iax - .
dx log,(e)
Eftersom log, x ar inversen till a* sa galler log,(a*) = x for alla
x € R.
For a= e och x =13 far vi Co =, Lo —_1  och
log.(e) ~ log.(eT)
d e~
e = (e = ———5 = €,
dx log,.(el)

sd derivatan av e* ar alltsd e, vilket gor deriveringar i basen e
enklare.

Logaritmen i basen e, log, x, kallas ocksa for den naturliga
logaritmen och betecknas aven In x.

Vera Koponen Forelasning 9-11



Derivatan av log, x

Kom ihdg deriveringsregeln for inversfunktioner:

ey - L
dx (x) fI(F1(x))
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Derivatan av log, x

Kom ihdg deriveringsregeln for inversfunktioner:
d .4 1
P ()

X o o .
Eftersom 4 g% = 2 och a'°82% = x s3 far vi

dx log,(e)
1 log,(e) _ log,(e)
& |ogaX = alogax = a|0gaX = X °
log,(e)
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Derivatan av log, x

Kom ihdg deriveringsregeln for inversfunktioner:

d .4 1
P ()
Eftersom diax = 2 och 2'°8:% = x s3 far vi
x g,(e)
1 logy(e) _ logs(e)
dx log, x = a%gax "~ glog,x x
log,(e)

For a = e sa forenklas det till
1

I d lo
—Inx=— X=——— ==,
Be log.(e)x  x

dx dx
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Derivatan av log, x

Kom ihdg deriveringsregeln for inversfunktioner:

d .4 1
P ()
Eftersom diax = 2 och 2'°8:% = x s3 far vi
x g,(e)
1 logy(e) _ logs(e)
dx log, x = a%gax "~ glog,x x
log,(e)

For a = e sa forenklas det till
1

I d lo
—Inx=— X=——— ==,
Be log.(e)x  x

dx dx

Sammanfattningsvis: For basen e har vi
d d

X = e och —Inx==.
X

&e dx
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Exempel. Med hjilp av exponentialfunktionen e* och
logaritmreglerna sa kan man derivera funktionen f(x) = x*.
(Metoden kallas ibland ‘logaritmisk derivering'.)
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Exempel. Med hjilp av exponentialfunktionen e* och
logaritmreglerna sa kan man derivera funktionen f(x) = x*.
(Metoden kallas ibland ‘logaritmisk derivering'.)

iXX — ieln(xx) — i X In x
dx dx dx
d
= eX'”X&(XIn x) (med kedjeregeln)

1

_ exlnx( Inx + X*) (med produktregeln)
X

— eXInX(InX _|_ ]_) = XX(lnX + 1)
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En bakteriekultur innehéaller vid en viss tidpunkt, som vi kan kalla
t = 0, 10* bakterier. Bakteriernas antal fordubblas var tredje dag.
(a) Hur manga bakterier finns efter tolv dagar (da t = 12)?

(b) Vad &r tillvaxthastigheten efter tolv dagar.
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En bakteriekultur innehéaller vid en viss tidpunkt, som vi kan kalla
t = 0, 10* bakterier. Bakteriernas antal fordubblas var tredje dag.
(a) Hur manga bakterier finns efter tolv dagar (da t = 12)?

(b) Vad &r tillvaxthastigheten efter tolv dagar.

Losning. Vid tidpunkten t s3 har bakterierna (ursprungligen 10%)
hunnit fordubbla sig t/3 génger, och varje fordubbling motsvaras
av multiplikation med tva. Sa funktionen som beskriver
bakteriernas tillvaxt med avseende pa tiden har formen

tin2

F(t) =10*-23 =10* - "5 .

(Man kan beskriva funktionen saval i basen 2 som i basen e.)
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En bakteriekultur innehéaller vid en viss tidpunkt, som vi kan kalla
t = 0, 10* bakterier. Bakteriernas antal fordubblas var tredje dag.
(a) Hur manga bakterier finns efter tolv dagar (da t = 12)?

(b) Vad &r tillvaxthastigheten efter tolv dagar.

Losning. Vid tidpunkten t s3 har bakterierna (ursprungligen 10%)
hunnit fordubbla sig t/3 génger, och varje fordubbling motsvaras
av multiplikation med tva. S3 funktionen som beskriver
bakteriernas tillvaxt med avseende pa tiden har formen

tin2

F(t) =10*-23 =10* - "5 .

(Man kan beskriva funktionen saval i basen 2 som i basen e.)
Man far
10t 23 C10*In2 e

F(t) = — - ller /(£) =
(t) 3 Togy(e) eller f'(t) 3 es ,

beroende pa vilken uttryck for f(t) som man valde att derivera.
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(a) Den 12e dagen ir antalet bakterier f(12) = 10*-2* = 16 - 10*.

(b) Den 12e dagen ar tillvaxthastigheten /(12) = 31|gé12%2)'
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Nagra standardgransvarden

Foljande “standardgransvarden” uttrycker att vissa funktioner
vaxer eller avtar snabbt (for tillrackligt stora, eller sma, x) i
forhallande andra funktioner. Det ar viktigt att kanna till dem.
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Nagra standardgransvarden

Foljande “standardgransvarden” uttrycker att vissa funktioner
vaxer eller avtar snabbt (for tillrackligt stora, eller sma, x) i
forhallande andra funktioner. Det ar viktigt att kanna till dem.

Om a > 1 och r > 0 ar konstanter, s3 galler foljande:

.oox” .. as

im — =0 sa Iim — =
x—o00 gXx x—o0 X'

lim |x]"a* = lim x"a =0
X——00 X—00

. log,x . x"

lim a_ =0 s3 lim = 00
x—o00 xI X—00 |ogax

lim x"log,x = 0.
x—0+
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Antiderivator/primitiva funktioner

Definition. En funktion F som ar deriverbar och har egenskapen
att F/ = f (p& nagot intervall /) kallas for antiderivata, eller
primitiv funktion, till f (pa /).
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Antiderivator/primitiva funktioner

Definition. En funktion F som ar deriverbar och har egenskapen
att F/ = f (p& nagot intervall /) kallas for antiderivata, eller
primitiv funktion, till f (pa /).

Exempel. (a) Om f(x) = 5x3 — 2x + 4 s3 ar

F(x) = 5444 — x% + 4x en antiderivata till f.
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Antiderivator/primitiva funktioner

Definition. En funktion F som ar deriverbar och har egenskapen
att F/ = f (p& nagot intervall /) kallas for antiderivata, eller
primitiv funktion, till f (pa /).

Exempel. (a) Om f(x) = 5x3 — 2x + 4 s3 ar

F(x) = 5444 — x% + 4x en antiderivata till f.

(b) Om f(x) =sinx sa ar F(x) = — cosx en primitiv funktion till
f.
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Antiderivator/primitiva funktioner

Definition. En funktion F som ar deriverbar och har egenskapen
att F' = f (pa nigot intervall ) kallas for antiderivata, eller
primitiv funktion, till f (pa /).

Exempel. (a) Om f(x) = 5x3 — 2x + 4 s3 ar

F(x) = 5444 — x% + 4x en antiderivata till f.

(b) Om f(x) =sinx sa ar F(x) = — cosx en primitiv funktion till
f.

Eftersom konstanter forsvinner vid derivering s& galler foljande:
Om F(x) ar en antiderivata till f(x) och C &r en konstant
(vilken som helst), sa ar aven F(x) + C en antiderivata till
f(x).
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Antiderivator/primitiva funktioner

Definition. En funktion F som ar deriverbar och har egenskapen
att F' = f (pa nigot intervall ) kallas for antiderivata, eller
primitiv funktion, till f (pa /).

Exempel. (a) Om f(x) = 5x3 — 2x + 4 s3 ar

F(x) = 5444 — x% + 4x en antiderivata till f.

(b) Om f(x) =sinx sa ar F(x) = — cosx en primitiv funktion till
f.

Eftersom konstanter forsvinner vid derivering s& galler foljande:

Om F(x) ar en antiderivata till f(x) och C &r en konstant

(vilken som helst), sa ar aven F(x) + C en antiderivata till
f(x). Exempelvis sa dr —cos x 4+ C en antiderivata till sin x, for
varje konstant C.
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Antiderivator ar unika upp till addition med konstant

P3 grund av “analysens fundamentalsats”, som vi kommer att se
senare i kursen (i kapitel 5.5) sa galler foljande:

Vera Koponen Forelasning 9-11



Antiderivator ar unika upp till addition med konstant

P3 grund av “analysens fundamentalsats”, som vi kommer att se
senare i kursen (i kapitel 5.5) sa galler foljande:

(a) Om f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b] sa finns en
antiderivata F till f pa intervallet [a, b].

(b) Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och f; och F, ar tva
antiderivator till f pa [a, b], sa finns en konstant C sa att for
alla x € [a, b], F2(x) = F1(x) + C. (Det kan handa att C < 0.)
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Antiderivator ar unika upp till addition med konstant

P3 grund av “analysens fundamentalsats”, som vi kommer att se
senare i kursen (i kapitel 5.5) sa galler foljande:

(a) Om f &r kontinuerlig pa intervallet [a, b] sa finns en
antiderivata F till f pa intervallet [a, b].

(b) Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och f; och F, ar tva
antiderivator till f pa [a, b], sa finns en konstant C sa att for
alla x € [a, b], F2(x) = F1(x) + C. (Det kan handa att C < 0.)

Fran ovanstdende foljer (exempelvis) att varje antiderivata till
f(x) = 5x3 — 2x + 4 kan skrivas pa formen
F(x) = 57’(4 — x% + 4x + C for nagon konstant C.
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37

Losning. Vi vet att om x(t) beskriver objektets position pad
x-axeln vid tidpunkten t, sa galler v(t) = x/(t).
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37

Losning. Vi vet att om x(t) beskriver objektets position pad
x-axeln vid tidpunkten t, s3 galler v(t) = x/(t). Vi soker allts3 en
antiderivata till v(t) = x(t).
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37

Losning. Vi vet att om x(t) beskriver objektets position pad
x-axeln vid tidpunkten t, s3 galler v(t) = x/(t). Vi soker allts3 en
antiderivata till v(t) = x(t). Enligt det som sades p3 foregdende
sida s3 har varje antiderivata till v(t) = x'(t) formen

x(t) =2 + 2+ C.
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37

Losning. Vi vet att om x(t) beskriver objektets position pad
x-axeln vid tidpunkten t, s3 galler v(t) = x/(t). Vi soker allts3 en
antiderivata till v(t) = x(t). Enligt det som sades p3 foregdende
sida s3 har varje antiderivata till v(t) = x'(t) formen

x(t) = ? + t2 + C. Eftersom objektets position vid t = 0 antas
vara x = 1 sa galler x(0) = 1, vilket medfor att C = 1. Objektets
position pa x-axeln beskrivs alltsd av funktionen

x(t) =5+ 2+ 1.
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Antiderivator: ett exempel

Exempel. Antag att ett objekt ror sig langs x-axeln och att
hastigheten vid tidpunkten t ges av v(t) = t?> + 2t. Antag
dessutom att objektets position vid tidpunkten t =0 ar x = 1. Var
befinner sig objektet vid tidpunkten t = 37

Losning. Vi vet att om x(t) beskriver objektets position pad
x-axeln vid tidpunkten t, s3 galler v(t) = x/(t). Vi soker allts3 en
antiderivata till v(t) = x/(t). Enligt det som sades p& foregéende
sida s3 har varje antiderivata till v(t) = x'(t) formen

x(t) = ? + t2 + C. Eftersom objektets position vid t = 0 antas
vara x = 1 sa galler x(0) = 1, vilket medfor att C = 1. Objektets
position pa x-axeln beskrivs alltsd av funktionen

x(t) = £ + t2 + 1. Vid tiden t = 3 befinner sig allts3 objektet i

3
punkten x(3) = 19 pd x-axeln.
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Exempel. Antag att en funktion f(x) uppfyller sambandet
xf'(x) = 2 och att f(1) = 1. Beskriv funktionen f.
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Exempel. Antag att en funktion f(x) uppfyller sambandet
xf'(x) = 2 och att f(1) = 1. Beskriv funktionen f.

Losning. Vi har

xf'(x) =2= f'(x) = % = f(x) =2Inx+ C,

for nagon konstant C. Villkoret (1) =1 ger nu

1=1(1)=2In1+ C,sa C =1 (eftersom In1 = 0). Detta ger
f(x)=2Inx+ 1.
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