
September 2007

Formelsamling för kursen Stokastisk modellering STS3

1. Sannolikhetsteori

1.1 Allmänt

Fördelningsfunktion: F (x) = P(X ≤ x).

Kvantil: Det talxα som uppfyllerF (xα) = 1 − α.

Diskret s.v.: X är diskret om den antar ett ändligt eller ett uppräkneligt antal värden
x1, x2, . . . med sannolikheterp(x1), p(x2), . . . därp(x) ärsannolikhetsfunktiontill X.

Kontinuerlig s.v.: X är kontinuerlig medtäthetsfunktionf(x) om X antar alla värden i ett

intervall ochF (x) =

∫ x

−∞

f(t) dt för allax.

Då gäller:
1) f(x) = F ′(x) ≥ 0 för allax där derivatan existerar,

2) P(a < X < b) =

∫ b

a

f(x)dx 3)
∫

∞

−∞

f(x) dx = 1.

Väntevärde:

E(X) = µ =















∑

i

xi p(xi) (X diskret),

∫

∞

−∞

x f(x) dx (X kontinuerlig).

Varians: V(X) = σ2 = E((X − µ)2) = E(X2) − µ2.

Standardavvikelse:D(X) = σ =
√

V(X).

Kovarians: C(X, Y ) = E((X − µx)(Y − µy)) = E(XY ) − µx · µy.

Korrelationskoefficient: ρ(X, Y ) =
C(X, Y )

D(X) · D(Y )
.

1.2 Diskreta fördelningar

Binomialfördelning: X ∈ Bin(n, p) omp(k) =

(

n

k

)

pk qn−k, k = 0, 1, 2, . . . , n.

0 ≤ p ≤ 1, q = 1 − p, µ = np, σ2 = npq.

Geometrisk fördelning: X ∈ Ge(p) omp(k) = pqk, k = 0, 1, 2, . . .

0 < p ≤ 1, q = 1 − p, µ =
q

p
, σ2 =

q

p2
.

För första gången-fördelning: X ∈ ffg(p) omp(k) = pqk−1, k = 1, 2, 3, . . .

0 < p ≤ 1, q = 1 − p, µ =
1

p
, σ2 =

q

p2
.

Poissonfördelning:X ∈ Po(µ) omp(k) =
µk

k!
e−µ, k = 0, 1, 2, . . .

µ > 0, σ2 = µ.

1



Hypergeometrisk fördelning: X ∈ Hyp(N, n, p) omp(k) =

(

Np

k

)(

Nq

n − k

)

(

N

n

) ,

k = 0, 1, . . . , n (för dek som är möjliga:k får t.ex. inte överstigaNp).

0 ≤ p ≤ 1, q = 1 − p, µ = np, σ2 = npq · N − n

N − 1
.

1.3 Kontinuerliga fördelningar

Rektangelfördelning (Likformig förd.): X ∈ Re(a, b) omf(x) =
1

b − a
, a ≤ x ≤ b.

µ =
a + b

2
, σ2 =

(b − a)2

12
.

Exponentialfördelning: X ∈ Exp(λ) omf(x) = λe−λx , x ≥ 0. λ > 0, µ =
1

λ
, σ2 =

1

λ2
.

Γ-fördelning: X ∈ Γ(n, λ) omf(x) =
xn−1

(n − 1)!
λne−λx , x ≥ 0. λ > 0, µ =

n

λ
, σ2 =

n

λ2
.

Summan avn st oberoende Exp(λ)-fördelade stokastiska variabler är enΓ(n, λ)-fördelad
stokastisk variabel.

Normalfördelning: X ∈ N(µ, σ) omf(x) =
1√
2π σ

e−
(x−µ)2

2σ2 , −∞ < x < ∞, σ > 0.

För N(0, 1)-fördelningen gäller att fördelningsfunktionen betecknas medΦ(x) och
kvantilerna medλα.

1.4 Approximationer:

Bin(n,p) Hyp(N,n,p)

Po(m) N(m,σ))

np(1−p)>10

np(1−p) >10N−n
N−1

p<0.1 nn
NN

+p<0.1

nn
NN

< 0.1

m>15

m=np
m=E(X)

σ =D(X)

p · Ge(p) ≈ Exp(1), för småp. (Gäller även förp · ffg(p).)

1.5 Diverse:

Geometrisk summa:
∞

∑

k=0

ak =
1

1 − a
, för |a| < 1.

∞
∑

k=n

ak =
an

1 − a
, för |a| < 1.

Exponentialfunktionen:
∞

∑

k=0

ak

k!
= ea. lim

n→∞

(

1 +
x

n

)n

= ex.
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2. Stokastiska processer

2.1 Allmänt
{X(t), t ∈ I}, t 7→ X(t) ∈ E.

Tillståndsrum, E:
Diskret,om texE = {0, 1, . . . , r} ellerE = {0, 1, 2, . . .}.
Kontinuerligt,om texE = [0, 1], E = [0,∞).

Tidsindexering, I:
Diskret tid,vanligtvisI = {0, 1, 2, . . .}.
Kontinuerlig tid,vanligtvisI = [0,∞).

Moment:
Väntevärdesfunktionm(t) = E(X(t)),
Variansfunktionv(t) = V (X(t)),
Kovariansfunktionr(s, t) = C(X(s), X(t)),
Korrelationsfunktionρ(s, t) = r(s, t)/

√

v(s)v(t).

Svagt stationär: Omm(t) är oberoende avt ochr(s, t) enbart beror avt − s.

2.2 Livslängdsanalys
LivslängdsfördelningF (t) = P (T ≤ t) med överlevnadsfunktionR(t) = 1 − F (t),

felintensitetλ(t) = f(t)/R(t) = F ′(t)/R(t) = − d
dt

ln(1−F (t)) och kumulativ felintensitet
Λ(t) =

∫ t

0
λ(s) ds, t ≥ 0.

Samband:F (t) = 1 − exp
{

−
∫ t

0
λ(s) ds

}

.

Återstående livslängd vid tiden s:P (Ts ≤ t) = 1 − exp
{

−
∫ s+t

s
λ(u) du

}

.

Jämviktsfördelning:Fe(t) = P (Te ≤ t) = 1
m

∫ t

0
R(s) ds, m = E(T ) =

∫

∞

0
R(t) dt.

IFR (DFR): växande (avtagande) felintensitet.

NBU (NWU): R(s + t) ≤ (≥)R(s)R(t), s, t ≥ 0.

NBUE (NWUE):F (t) ≤ (≥)Fe(t), t ≥ 0.

2.3 Tillförlitlighet
Ett system av komponenter har funktionssannolikhet
R = P (V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr), därV1, V2, . . . , Vr är de olika vägarna genom systemet. En väg är

en mängd komponenter sådana att om alla dessa fungerar så fungerar systemet.
1−R = P (S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Ss), därS1, S2, . . . , Ss är de olika snitten i systemet. Ett snitt är en

mängd komponenter sådan att om alla dessa är ur funktion så fungerar inte systemet.

2.4 Poissonprocessen
{N(t), t ≥ 0}, intensitetλ.

Tre ekvivalenta definitioner:

1. Exponentialfördelade mellanhändelsetider,

2. Oberoende och stationära inkrement,N(t) ∈ Po(λt),

3. Oberoende inkrement, infinitesimal hoppintensitetλ.
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2.5 Markovkedjor i diskret tid
Markovegenskapen:För godtyckligan ≥ 1, x0, . . . , xn,

P (Xn = xn|X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1).

Övergångssannolikheter:p(m)
ij = P (Xn+m = j|Xn = i), oberoende avn i det tidshomogena

fallet.

Övergångsmatris:P(m) =
(

p
(m)
ij

)

, specielltP = P(1).

Chapman-Kolmogorovs sats:P(m) = Pm, P(m+n) = P(m) · P(n), p(m) = p(0)Pm.

Stationär fördelning π: ges avπ = πP med
∑

πi = 1.

Asymptotiska fördelningar:
Irreducibla, aperiodiska Markovkedjor:Om tillståndsrummet är ändligt, finns det en entydig
stationär gränsfördelning. Om tillståndsrummet är uppräkneligt och det finns en stationär
fördelning, så är den entydig och också asymptotisk fördelning.

2.6 Markovkedjor med kontinuerlig tid
Markovegenskapen:För godtyckligan ≥ 1, x0, . . . , xn, t0 ≤ · · · ≤ tn,

P (X(tn) = xn|X(t0) = x0, . . . , X(tn−1) = xn−1) = P (X(tn) = xn|X(tn−1) = xn−1).

Övergångssannolikheter: pij(t) = P (X(s + t) = j|X(s) = i), är oberoende avs i det
tidshomogena fallet.

Övergångsmatris:P(t) = (pij(t)).

Chapman-Kolmogorovs relation: P(s + t) = P(s)P(t).

Intensitetsmatris: Q = (qij) = P′(0). qij, i 6= j, är hoppintensiteter för hopp fråni till j,
qi = −qii, är hoppintensiten för att lämna tillståndi.

Stationär fördelning π: ges av0 = πQ med
∑

πi = 1.

Asymptotisk fördelning: Irreducibel Markovkedja: Om tillståndsrummet är ändligt finns det
en entydig stationär gränsfördelning.

Födelse-och-döds-process:λn = qn,n+1, µn = qn,n−1.
Balansekvationer:µnπn = λn−1πn−1, n ≥ 1.

Stationär fördelning:πn = λ0···λn−1

µ1···µn
π0, ochπ0 =

(

1 +
∑

∞

k=1
λ0···λk−1

µ1···µk

)

−1

,

om
∑

∞

k=1
λ0···λk−1

µ1···µk
< ∞ och asymptotisk fördelning om även

∑

∞

k=1
µ1···µk

λ1···λk
= ∞.
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