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1. (a) Forflyttningarna kan beskrivas av en Markovkedja tgtadorflyttning beror bara
pa vilken cell musen befinner sig i just nu och inte av hur dem kiit. Overgangs-
matris:

0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
/3 0 1/3 0 0 0 1/3
/3 1/3 0 1/3 0 0 0
P=11/3 0 1/3 0 1/3 0 0
1/3 0 o 1/3 0 1/3 0
1/3 0 0 0 1/3 0 1/3
1/3 1/3 0 0 0 1/3 0

(b) Musen startar i celly s& initialvektornp® = (0,0,0,0,0,0,1). Enligt Chapman-
Kolmogorovs sats ar

pV =p@ . P =(1/3,1/3,0,0,0,1/3,0),

1
p? = p) . p = g4 1,3,1,3,1,5),

p® =p@.p= 2%(7,5,2,4,2,5,2),
p® =p® . p = 1%2(40, 15,25, 15, 25,15, 27),
sa att sannolikheten att musen befinner sig i dedifter fyra cellbyten ar
p'Y) = 40/162 = 20/81 ~ 0.247.

Observera att modellen kan forenklas avsevart nar justwygpgifter ska losas. Pga
symmetri hos “horntillstdndenB — G kan vi betrakta dem som ett enda tillstand,
H = {B,C,D, E, F,G}. Det nya tillstandsrummet blir d& = {4, H} och man

far foljande 6vergangsdiagram:

Initialvektorn blir p® = (0,1) eftersom musen startar i ett hérn och den nya

dvergangsmatrisen blir
~ 0 1
B= (s ofs)

4
p@ — OBt (0, 1) (193 2}3) — (20/81, 61/81)

Séaledes ar

ochp(f) = 20/81 =~ 0.247 som ovan.



(c) Vibetraktar forst den ursprungliga Markovkedjan n¥etillstand. Eftersom kedjan
ar andlig ochogl) > 0fori= A, B,...,G, sa existerar en asymptotisk férdelning
m,medrs + -+ 7g = 1, som ges avr = w - P. Den forsta ekvationen ar

1
7TA=—(7TB+"'+7Tg): (1—7TA),

3

Wl

s attg 4 = 3 vilket ger
74 =1/4=0.25.

| jamvikt, dvs eftermangacellbyten, sa géller alltsa att sannolikheten att musen
befinner sig i cell4 &r0.25, vilket faktiskt inte skiljer sig s& mycket fran resultatet
i (b).

Om vi istéllet valjer att arbeta med den reducerade kedjash enelase tillstand sa
kan vi motivera att den asymptotiska fordelningen existpéatva olika satt:

Alt 1: Markovkedjan ar andlig, irreducibel (ty alla tillstind kamnicerar) och
aperiodisk (ty irreducibel ocpzz > 0).

Alt 2: Markovkedjan ar andlig och samtliga element i sista kolonn® &r noll-
skilda.

Den asymptotiska fordelningen fas som tidigare genom aitkoa derunika sta-
tionara férdelningenr.

{ :Aj—wa =1 it (ma, i) = (1/4, 3/4)

. Lat
X, = antalet roda kulor i den férsta urnan efiebyten

TillstAndsrummet = {0, 1,2, 3}.

(a) Overgangsmatrisen

0 1 0 0
1/9 4/9 4/9 0

0 4/9 4/9 1/9

0 0 1 0

For att fa fram de tva forsta raderna kan man resonera soer {@yriga rader ges
pa samma satt): Om kedjan befinner sig i tillsténsh finns ded roda kulor & 3
vita kulor) i den férsta urnan och réda kulor i den andra urnan. Efter nasta byte
maste det alltsd alltid finndsrdd i den forsta urnan sa det forsta raden i 6vergangs-
matrisen blir0, 1, 0, 0.

Om kedjan befinner sig i tillstantl sa finns detl rod och2 vita kulor i den forsta
urnan och2 roda samt vit kula i den andra urnan. Efter ndsta byta hamnar kedjan i
tillstand 0 om vi valjer den roda kulan ur den forsta urnan och den vitakuir den
andra urnan. Sannolikheten fér dettajars = 5. Kedjan stannar kvar i tillstand
om vi valjer en vit ur den forsta urnan och den vita ur den andran (sannolikhet
2.1 = 2) eller om vi véljer den roda ur den forsta urnan och en rod ur aledra
urnan (sannolikhet - 2 = 2). Sannolikheten att sté kvar i tillstndlir 2+ 2 = 2.
Kedjan gar till tillstdnd2 om vi valjer en vit ur den forsta urnan och en réd ur den
andra urnan (sannolikhét- 2 = 1). Kedjan kan aldrig g& fran tillstandtill till-
stand3. Detta ger att den andra raden i Gvergangsmatriseri fir4 /9, 4/9, 0.

P =



(b) Det ursprungliga antalet roéda kulor i den forsta urnépn ges av antalet ganger
som krona erhalls vid singlingar med ett valbalanserat mynt. Alltsd ¥ <
Bin(3,1/2), dvs

och initialférdelningen
P = (P(Xy =0),P(Xo = 1), P(Xy = 2), P(Xo = 3))
1
=—(1 1).
8( ) 37 37 )
(c) Eftersom kedjan ar andlig, irreducibel och aperiod&lexisterar det en asymptotisk
fordelningz, medng + w1 + m + w3 = 1, som ges avr = 7 - P, dvs
1

T = §7T1

1 :7T0+%7T1+%7T2
T = %7‘(’14‘%7‘(’24‘7‘(’3

T3 = 572
Ekvationssystemet ger; = m, = 919 = 973 Sa att
1l=m-(14+494+9+1)=20m = m9=1/20.
Den asymptotiska fordelningen blir

7 = (1/20,9/20,9/20,1/20) = (0.05,0.45,0.45,0.05).

3. Lat
X (t) = antalet bilar pa parkeringen vid tidpunkt

Da géller att{ X (¢),t > 0} ar en fodelsedddsprocess med fodelseintensifgter 5 for
0 < k < 14 och dddsintensiteter, = k- 1/3for 1 < k < 15.

(a) Eftersom kedjan har &andligt manga tillstand och ar irgéloel sa finns det en asymp-

totisk fordelningr = (mo, ..., ms5), darmy + - - - + w15 = 1 och
oAbt 5k 15%

T = mo = o) = —/— T

L R V5 ) LR T TR

Bivillkoret ger att

15 k 15 k
15 15
FTFO =1= o = 1/ E F
k=0 k=0

Speciellt galler att

1515

P(alla platser upptagna= w5 = Tr =15 15F

*Lik=0 kT

~ 0.180



Anmarkning: Berékningarna kan férenklas med foljande omskrivning

15

15+ D 15k
1=D g =mo e ) e =mo- e P <15)
k=0 k=0

dary € Po(15) sd attP(Y < 15) = 0.56809 (Tabell 7). Detta ger att

e 15 15% P(Y =k)

=Py <ip O T "= Py < 15)

k!
(b) Latn vara antalet platser. Da blir

P(alla platser upptagna= m,, = _

n! ZZ:O 12_'k
n = 19 germg =~ 0.0637 > 0.05, medann = 20 germyy =~ 0.0456 < 0.05
Det kravs 20 platser.

4. Infor fem tillstand: 0: "Ingen maskin trasig”, A: "A tragj B hel”, B: "B trasig, A hel”,
AB: "Bada trasiga, A repareras” och BA: "Bada trasiga, B mepas”. Detta ger foljande
intensitetsmatris:

—25 05 2 0 0
6 -8 0 2 0
Q= 6 0 —-65 0 0.5

0 0 6 -6 0
0 6 0 0 -6

Den asymptotiska fordelningen medng+n4+7p+7ap+754 = 1,9esavr-Q = 0.
Gausseliminering ger

—25 6 6 0 0 25 6 6 0 0
—05 -8 0 0 6 0 -34/5 6/5 0 6
2 0 65 6 0 [~ 0 0 —29/34 6 144/34
0 2 0 -6 0 0 0 0  —102/29 102/29
0 0 05 0 —6 0 0 0 0 0

Har ger den sista raden ingen information. Ovriga rader ¢fefrag = 74, ™ =
12wpa, ma = 3w OChmy = 36w 4. Bivillkoret séger nu att

l=mpa-(36+3+12+1+41)=531pa
sadrpa = 1/53. Den asymptotiska fordelningen blir= %(36,3, 12,1,1).

(a) P(Afungera) = o + 75 = 36/53 + 12/53 = 48/53 ~ 0.906.
P(B fungera) = my + w4 = 36/53 + 3/53 = 39/53 ~ 0.736

(b) P(Reparatoren arbetar=1 — 79 =1 —36/53 = 17/53 ~ 0.321.



