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1. De givna Markovkedjorna har foljande 6vergangsdiagram
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(@) KedjaB och( ar irreducibla ty alla tillstdnd kommunicerar
B: 0-1—-2—-0 C: 0—-2—-1—-2—0.

Kedja A ar inte irreducibel ty tillstdnd O ar absorberande.
(b) KedjaB ar aperiodisk ty

B: SGD“0— 0") = SGD(3,5) = 1
SGD(*1 — 1") = SGD(*2 — 2") = SGD(2,3) = 1

KedjaA och(C ar periodiska ty de har (flera) tillstdnd med perioden 2, tex

A: SGD"2 — 2")=SGD2,4,6,...) =2
C: SGD*2—2")=S8GD2,4,6,...)=2.

(c) KedjaA och B har asymptotiska fordelningar ty

A : oavsett initialfordelning kommer kedjan till slut absoraei tillstand 0.
Saledes ar den asymptotiska fordelningem;y = (1, 0, 0).
B : kedjan ar andlig, aperiodisk och irreducibel. Asymptofididelning ges av

g =np-Ppg
= = (1/5, 2/5, 2/5).
{WBo-HTBH-?TBQ:l ™5 = (1/5, 2/5, 2/5)

En periodisk kedja kan bara ha en asymptotisk fordelningessit ett av kedjans
tillstdnd &ar absorberande och detta tillstand kan nas gaémtliga Ovriga tillstand
(som i kedjaA). Denirreducibla kedjanC' har m.a.o. ingen asymptotisk fordelning.

2. Definiera féljande processer (tiden méts i ar):

X (t) = antalet rymningsférsok under intervallgt, ¢]
Y (t) = antalet lyckade rymningar under intervall@t ¢]

X (t)} ar en Poissonprocess med intenshgt= 4, sdX (1/2) € Po4 - 1/2) = Pq(2).
Y (¢)} ar en uttunnad (eller méarkt) Poissonprocess med intensitet 4 - 1/20 = 1/5,

{
{
sdY (1/2) € Po1/5-1/2) = Po(1/10).
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(@) P(X(1/2) =3) = %6*2 ~ 0.180



() P(Y(1/2) >1) =1 -P(Y(1/2) =0) =1 — e /10 = 0.0952
(c) Skrivom uttrycket m.h.a. Bayes sats:

P(X(1/2) =3|Y(1/2) > 1) = % P(Y(1/2) > 1| X(1/2) = 3)

P(X(1/2) = 3)
=——"= . (1-P(Y(1/2)=0|X(1/2) =3
s = 1) (L P/ =01x(1/2) = 3))
Antalet lyckade rymningar pa 3 mojliga forsok ar en Bin(RA)-fordelad stokastisk
variabel, s&

P(Y(1/2) =0|X(1/2) =3) = (3) (1/20)°(1 — 1/20)3 ~ 0.857.

Séaledes ar

P(X(1/2) =3|Y(1/2) > 1) ~ 000198502 (1 —0.857) ~ 0.270.

(a) Tidsserien ar en sa kallad MA(2)-process. MA-proeeés alltid stabila.

(b) Vetattcg =1, ¢; = —1, ry(0) = 2 och ry(1) = —1. Kovariansfunktionen blir

ry(0) = 02(Co+cl+02) = 2(2+c§) =2
ry(l) = 02(0001 + 6162) = 02( —1- 02) =-1
ry(2) = o C()CQ) = o2cy

ry(k) =0, |k| > 3.

Los ut o och o2 ur de tva forsta ekvationerna. Tex genom att satta
0=ry(0)+2ry(l) =0*(2+¢3) +20°(—1—c2) = 0’22 — 2).

Sdcy =2 ochdablire? =2/(2+ c3) =1/3.
(c) PredikteraY;; med Y17 = a - Y;5. Normalekvationen ger:
0=C(Yi7 —a- Y5, Yi5) =ry(2) —a-ry(0) =
ry(2) o’ (1/3)-2 1

T y(0)  my(0) 2 3

S&Yir = (1/3)-21=0.17.

(@) LatA(t) = Aq(t) for 0 <t <1 och A(t) = As(t) for 1 <t < oo. DA blir
Al(t):/t)\(s)ds:/t (1—(1-s)?)ds= [s+é(1—s)3};:t2—§t3
0 0
t t
A2(t):/0 A(s)o|s,:/\1(1)+/1 1ds:(12—%-13)+(t—1):t—%.

Overlevnadsfunktionen ges séledes av

exp{—tQ—i—%tS}, 0<t<1
R(t) = ,
exp{—t—i—g}, 1<t <o0.



(b)

Utnyttja att 6verlevnadsfunktionen alltid &r icke-okie for att uppskatta den svarare
av de tva integralerna nedan. Dvs, anvandzt) > R(1), for 0 <t < 1.

E(T):/OOR(t)dt:/lexp{_t2+%t3}dt+/wexp{—t+%}dt

0 0 1
2(1—0)'exp{—12+%-13}+[—exp{—t-i—%}]jo

=exp{—2/3} +exp{—2/3} =2exp{ —2/3} =1.026... > 1

5. Antalet samtal i kd (samt under betjaning) ar en fodetsgsgrocess med tillstandsrum

FE =

{0, 1, 2, 3}. Overgangsdiagrammet ges av

3 3 3
12 12 12

da samtal ankommer/betjanas med intensitet 3 resp.; = 60/5 = 12 samtal/timme.

(a) Det finns en unik stationdr och asymptotisk fordelningagjan ar andlig och irre-

(b)

ducibel. Den genererande matrisen ges av

-3 3 0 0
12 -15 3 0
Q= 0 12 -15 3

0 0 12 —12

och den asymptotiska fordelningen av

mT-Q=0 1
= —(64, 16, 4, 1).
{7T0+7T1+7T2+7T3:1 = T 85(67 6’ ’ )
Betjaningsfaktorn blip = 1 — mp = 1 — 64/85 = 21/85 ~ 0.247, vilket innebar
att Darren spenderar 24.7% av sin arbetstid med att besslefarisamtal.
Anm: Uppgiften gar aven I6sa med speciell teori for fodelse-pgontsesser.

Definiera foljdern& B; } och{V;} enligt
B; = tiden telefonperiod ni pagar
V; = tiden icke-telefonperiod nrpagar.
Vivetatt E(V) = E(V;) = 1/3 ty tiden Darren befinner sig i tillstdnd 0 innan han

far ett samtal ar Ex3)-fordelad. En telefonperiod foljd av en icke-telefonperio
bildar en férnyelsecykel, sa

EB) - 21/85
I R A vy
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1_
3 64

En telefonperiod pagar saledes i sritt64 ~ 0.109 timmar, eller i mer naturliga
enheter; 6 min och 34 sekunder.

6. (a) Tidsserien ar en sa kallad AR(3)-process. Procedsmagteristiska polynom ar

A(z) =1 - %z?’. Polynomets nollstéllen ges a# = 2 s alla rotter har beloppet
2| = 2'/3 > 1 vilket medfér att processen &r stabil.
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(b) Kovariansfunktionen ges av Yule-Walker ekvationerna

7

3=0%=r(0)— 3r(3) (1)
0=r(1) = 5r(=2) =r(1) — 37(2) (2)
0=1r(2) - 5r(-1) =r(2) - 37(1) (3)
0=r(3) — 57(0) (4)
0=r(k)— 3r(k—3), kE>1. (5)

Observera att ekvatiorb), dvs (k) = (1/2) - r(k — 3) for k£ > 1, ger en peri-
odisk rekursion (med period 3) for kovariansfunktionen.r idean tre startvarden,
r(0), (1) och r(2), vet man saledes allt om kovariansfunktionen.

W+@:  3=r0)~ gr® =r0) ~ 5 2r(0) = 3r0) = r(0)=4
@+@):  r()=5) och r(2)=2r(1) = r(1)=r2)=0
sa

o ={ o e

(c) Den basta linjara prediktorn &7 = 0 ty Y;; &r okorrelerad med med all&;,
som inte uppfyllerk = 17 4+ 3n darn € N.

(a) Den restaurang som Elaine besoker oftast (i det |copgzet) far anses vara hennes
favorit. Fran diagrammet fas 6vergdngsmatrisen

02 03 05
P=|04 01 05
03 07 0

Kedjan ar andlig och alla element i forsta kolonnen ar pesitsa asymptotisk
férdelning existerar. Den ges av

T=7m-P 1
= = — (11, 13, 12
{7TB—|—7T0—|—7TH——1 T 36( , 13, 12),

vilket rankar China Panda som favoritrestaurangen medgknagrginal.
(b) Lat Ty = “forsta-aterkomsttiden tilll givet start iH”. Forvantad aterkomsttid:

Mg = E(THH) = 1/7TH = 1/(12/36) =3 dagar

(c) Lat T;; = “forsta-passagetiden tijl givet startii” for ¢,j € E, ddi # j. An-
vand forkortningenm;; = E(T;;) . Betinga m.a.p forsta évergéngen:

mpuc = puc +pus(l+mpe) =1+ 0.3mpe
mpc = pec +p(1 +mpc) +per(1 +mpc) =1+ 0.2mpec + 0.5mpc

Elimination avmpc i det linjara ekvationssystemet get - = 1.69 dagar (och
avenmpc = 2.31 dagar).



