Forelasning 1

Utsagor (Propositioner)
sammansatta utsagor
sanningstabeller

logisk ekvivalens

predikat (6ppna utsagor)
kvantifierare

Section 1.1-1.3 i kursboken

Definition En utsaga (proposition) ar ett pastaende som antingen &ar sant eller falskt
Exempel:

'Det finns oandligt manga primtal’

'Om 2z =3sadr2®> =9’

3>5

Vi anvéander bokstaver som p, g, r for att beteckna utsagor och skriver exempelvis
p: 4 ar ett primtal’

for att definiera p som utsagan 4 ar ett primtal’.

En utsaga har sanningsvirde T' (True) om den &r sann

och sanningsvérde F' (False) om den &r falsk.

Med hjalp av logiska operatorer bildar man sammansatta utsagor.
De logiska operatorerna defineras av deras sanningstabell
Negation - 'inte’

Negationen av p skrivs —p

Sanningstabell
p -p
T F
F T

Observera att vi nu arbetar abstrakt med utsagor, vi later en bokstav (p,q,r etc)
beteckna en utsaga vilken som helst, utan att vi har bestamt nagot sanningsvdrde., jfr
hur man arbetar med bokstiver for tal i algebra, (x +y)* = 2° + 2zy + y*....



Konjunktion - 'och’
Konjunktionen av p och ¢ skrivs p A q

Sanningstabell
D q pPAq
T T T
T F F
F T F
F F F

Disjunktion - ’eller’
Disjunktionen av p och ¢ skrivs p V ¢

Sanningstabell
p q Vg
T T T
T F T
F T T
F F F

OBS! Inte samma sak som ’antingen eller’

Y

Implikation - 'om ... sa ...
'p implicerar ¢’ skrivs p — ¢
Sanningstabell
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Om p — ¢ ar sann kallas p ett tillrdckligt villkor for q, och q ett nodvdandigt villkor for

OBS! Om p éar falsk ar p — ¢ oavsett sanningsvarde pa q.
Exempelvis



p:1>2

q 4<8

p — ¢ ar sann, ¢ — p ar falsk.

OBS! p — ¢ och ¢ — p &r inte samma sak.
q — p kallas omvandningen av p — ¢

Ekvivalens - 'om och endast om’
'p och ¢ ar ekvivalenta’ skrivs p < ¢
Sanningstabell

b—q

p < q ar samma sak som (p — q) A (¢ — p)
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Om en sammansatt utsaga skapas mha flera logiska operationer sa géller foljande
Prioritetsregler:
(1) Parenteser

(2)
(
(

2) =

3) A

4) v

(5) — och «

Jamfor / och - berdknas fére + och —.

Exempel:

—p — q V r betyder (=p) — (¢ V1)
Utsagan

~((p—q)Vvr)

maste skrivas med parenteser.



Sanningstabell for -p — gV r

p q r 7P qVr —p — qVr
T T T F T T

T T F F T T

T F T F T T

T F F F F T

F T T T T T

F T F T T T

F F T T T T

F F F T F F
Sanningstabell f6r =((p — q) V 1)

p q r p—gq (p—=q@Vr | ~((p—q)Vr)
T T T T T F

T T F T T F

T F T F T F

T F F F F T

F T T T T F

F T F T T F

F F T T T F

F F F T T F

Definition Tva utsagor P och () sammansatta av utsagorna pq,...p, ar logiskt ekvi-

valenta om oavsett sanningsvérde pa pq,...p, antingen bade P och (Q ar sanna eller bade
P och @ ar falska. Vi skriver

P=qQ

Exempel: De tidigare sanningstabellerna visar att =p — ¢V r och =((p — ¢) V r) inte
ar logiskt ekvivalenta.
Exempel: =—p = p (Dubbel negationslagen)

De Morgan’s lagar

=(pVaq)=-pA—q, “(pANg)=-pV—q

Bevis for den andra



p q pAg ~(pAq)
T T T F
T F F T
F T F T
F F F T
p q -p -q —pV g
T T F F F
T F F T T
F T T F T
F F T T T
Kontrapositiva lagen
p—q=-q— P
—q — —p kallas kontrapositiva satsen till p — q.
Bevis
p q -p -q —-q — P
T T F F T
T F F T F
F T T F T
F F T T T
Implikationslagen
P—q="pVyq
Bevis
p q -p pVyg
T T F T
T F F F
F T T T
F F T T

(Viktigt) Exempel: =(p — ¢) =p A ¢

Bevis: —(p — ¢q) = =(—p V q) enligt implikationslagen.
=(=pV q) = (=—p) A —q enligt de Morgan’s lag.
(==p) A =g = p A —q enligt dubbel negation.



Om man vill ta reda pa sanningsvérdet for en utsaga kan man lika gérna visa san-
ningsvérdet for en logiskt ekvivalent utsaga. Kanske ar den enklare att visa?

Definition

Ett pastaende P(x) som innehaller en variabel z fran en méngd D kallas ett predikat
(eller satsfunktion, eller 6ppen utsaga) om P(z) &r en utsaga for varje x i méangden D.

D kallas doméanen for P.

Exempel:

P(x): 2* >0

P(1) &r sant men P(0) dr inte sant.

Ekvationer ar oppna utsagor

Med hjalp av kvantifierare kan man gora utsagor av 6ppna utsagor
Universalkvantifieraren - for varje ... - skrivs V

Vo P(x)

dr sann om P(z) ar sann for varje x, falsk om det finns x for vilket P(x) &r falsk.
Exempel:
Vo € R (2 > 0) ar falsk
x = 0 kallas for ett motezempel
Ve € R (z+ 1> x) dr sann

For att visa att Vo P(x) dr sann maste man visa att P(x) ar sann for varje x.

Borja med ett godtyckligt x visar ... Kan inte bara visa sant for ett enstaka x.

For att visa att Vo P(x) ér falsk riacker det att hitta ett motexempel z for vilket P(z)
ar falskt.

Existenskvantifieraren - det finns... - skrivs 3

Jz P(x)

dr sann om det finns minst ett x sa att P(z) dr sann, falsk om P(x) ar falskt for varje

Exempel:
Jz > 0 (vz < 0) ar falsk



3z (2* < ) ar sann

for exempelvis x = 1/2 giller ju 2° < .
ekvation f(z) =0

dr f(x) =0

ar sann om ekvationen har en 16sning.

For att visa att dz P(x) dr sann ricker det att hitta ett = for vilket P(z) géller
For att visa att 3z P(x) ar falsk maste man visa att P(x) ar falsk for varje x
Borja med ett godtyckligt = visar ... P(z) inte sant.

Kan inte bara visa sant for ett enstaka x

Generaliserade de Morgan’s lagar

For negation av uttryck med kvantifierare géaller
(1) =(Vx P(z))) = 3z —P(x)

(2) =(3x P(z)) = Vo -P(x)

(V generaliserat A, 3 generaliserat \V.)



