Forelasning 11

Rekurrensrelationer
Definition En rekurrensrelation for en foljd ag, aq,... ar en ekvation som uttrycker
a, 1 termer av sina foregangare ag, a, ... a,_ 1.

For att en rekurrensrelation ska definiera en foljd, kravs dessutom att vardet pa ag
och eventuellt &nnu fler av de forsta elementen i foljden ar givna. Dessa givna varden

kallas begynnelsevillkor.

Exempel: Vi har tidigare stott pa Fibonacci f6ljden {f,}>2 ; definierad genom

fn = fn—l + fn—2a n>2
och f1 = 1, f2 = 1.

Exempel: Bankbok. Antag att man pa ett bankkonto har rantan . Om P, ar beloppet
pa kontot efter n ar, galler rekurrensrelationen

P,=(1+nr)P,4

Begynnelsevardet Py dr den summa pengar som sattes in fran borjan.

Exempel: Lat S, vara antalet stringar éver méngden X = {a,b,c} av lingd nsom
inte innehaller monstret aaa. Ge en rekurrensrelation for S,,.
Delar upp strangarna av langd n i

1) De som borjar pa b

2) De som bérjar pa ¢

3) De som bérjar pa ab

4) De som borjar pa ac

5) De som bérjar pa aa

Enligt additionsprincipen ges S,, av summan av de strangar av varje typ som inte
innehaller aaa



[ 1) kan inte resten av strangen innehalla aaa, ger S,,_; mojligheter

[ 2) kan inte resten av strangen innehalla aaa, ger S,,_; mojligheter

I 3) kan inte resten av strangen innehalla aaa, ger S,,_o mojligheter

[ 4) kan inte resten av strangen innehalla aaa, ger S,,_o mojligheter

[ 5) maste tredje elementet vara antingen b eller ¢ och resten far inte innehalla aaa.
Ger 25,,_3 mojligheter

Vi far rekurrensrelationen

Sp=2S8,1+2S, 24+25,_3

Begynnelsevirden ar S; = 3 (samtliga strangar av langd 1)
Sy = 9 (samtliga strangar av langd 2)

S3 = 26 (samtliga strangar av lingd 3 utom aaa.)

Att 16sa en rekurrensrelation ar att hitta ett explicit uttryck for a.,.
Exempel:

Los rekurrensrelationen

ay, = 2"a,_1, ag = 1.

Denna rekurrensrelation kan losas genom iteration

a, = 2"a, 1 =2"2""1ta, o=...

= gngnl | gn=(n-Dg 9 kg = 9"5

Denna metod kan vara anvandbar i vissa enkla fall, exvis om man endast har a,_;
inblandad i HL

Definition En linjar homogen rekurrensrelation av ordning k med konstanta koeffi-
cienter ar en rekurrens relation pa formen
Up = C1lp_1 + Coln_o + ... + Chln_p, cx 7# 0

Exempel: a, = 7a,_1 + 4a,,_» ar av denna typ (ordning 2)

a, = 3a,_4 + a,_5 ar ocksa av denna typ (ordning 5)

an = a2_, + a,_sa,_3 ér inte av denna typ (icke-linjr)

a, = na,_1 + 3"a,_» ar inte av denna typ (koefficienter &r inte konstanta)



En Linjar homogen rekurrensrelation med konstanta koefficienter tillsammans med
begynnelsevarden

CLOZCO, alzCl,..., ,ak_lzCk

definierar en unik foljd ag, a; .. ..

DVS det finns precis en f6ljd som uppfyller detta.

Om man inte specificerar begynnelseviarden sa finns det odndligt manga I6sningar till
rekurrensrelationen. Det visar sig att man kan hitta dessa genom att bestamma rotterna
till ett polynom.

Definition Den karaktdristiska ekvationen till den linjara homogena rekurrensrelatio-
nen med konstanta koefficienter

an, = C1Qp—1 + CoQp_2 + ...+ CrQp_k, Ck 75 0

ar ekvationen

tk—cltk_l—...—ck:O

Vi kommer enbart arbeta med ordning 2. (Eftersom det &r enkelt att 16sa karaktéris-
tiska ekvationen da)

p = C10p—1 + C20p—2

Sats

Om karaktaristiska ekvationen

t? — c1t — ¢o = 0 har tva distinkta rotter 71 # 75 sa kan samtliga 16sningar skrivas pa
formen

Ap — Bl’l“? + Bg’f’g.

Bevis: Se kursboken.

For den unika 16sningen for givna begynnelsevarden far man sitta in véarden.
Exempel: Los

Ap = Qp_1 + 2an_2 (*)

ap=2,a1 =7

Kar. Ekv.

t* —t — 2 = 0 har rotter r; = 2 och 75 = —1

Alltsa ger a, = B12" + By(—1)" samtliga losningar till (*)



Bestammer By och B,
a0:2231+32 (1)
aq :7:2B1—BQ (2)

(1)+(2) ger 3B, =9, By =3

Insatt i (2) ger Bo=6—-7=—1
ap=3-2"—(=1)"=3-2" + (=1)""!

dr losningen till (*) med givna begynnelsevérden.

Sats

Om karaktaristiska ekvationen

t* — ¢it — ¢ = 0 har en enda rot 7 (med multiplicitet 2) si kan samtliga l6sningar
skrivas pa formen

a, = Bir" + Bonr™.

Bevis: se kursboken.

Exempel: Los

ayp = 6a,-1 — 9a,_o (**)

apg=1,a;, =6

Kar. Ekv.

t2 — 6t + 9 = 0 har dubbelroten r = 3

Alltsa ger a,, = B13" + Byn3™ samtliga 16sningar till (**)

Bestammer B; och B,

apg = 1= Bl

ai :6:3Bl+332

Vi far By =1 och By =1 och

a, = 3"+ n3" loser (**) med givna begynnelsevarden.

Generellt géller foljande:

Sats Om ry,ry,...,r; ar rotter med multiplicitet mq, mo, ..., m; till karaktaristiska
ekvationen till en rekurrensrelation sa ar ges alla losningar av

an = (Bio+ Biin+ ... Byp_n™ )}

+(Bag + Baan + ... By, 1n™ )1l



+... .+ (B@O + Bi71n + ... Bi7mi_1nmi_1)’l“?

Explicit formel for Fibonacci foljden:

Kar. Ekv. 5
1++v5

t2 — ¢t —1 =0 har rotter 2 = 5
1+v5\" 1-V5Y
f":&( 2f> +BQ< QI)

Loser man ut B; och By mha fi=1loch fob=1
1
far man By = 7 By, = —

NG 7
Att anvanda fy =0, f; = 1 ar enklare

e (157) 5 (57



