Forelasning 14

Dijkstra’s kortaste vag algoritm.

Matrisrepresentationer av grafer

Grafisomorfier

Invarianter

En viktad graf &r en graf med ett tal (vikt) w(e) associerat till varje kant.
(En fktn w : E — R)

Langden till en vag
b = o, €1,V1,€2,V2,€3...,Ck, Uk
i en viktad graf ar

Dijkstras kortaste vag algoritm &r en algoritm for att bestamma ldngden av kortaste
vagen mellan tva horn i en viktad graf med positiva vikter.

Invérden: sammanhingande viktad graf G = (V, E') med horn a, z

Utvéarde: Langden L(z) av kortaste vigen mellan a och z.

I pseudokod:
Dijkstra(w,a, z, L){
L(a):=0
L(z) := oo for alla horn = # a
T := mangden av alla horn.
// T kommer alltid vara de horn for vilka vi &nnu inte bestdmt kortaste avstand till

while(z € T'){
viljv € T sa att L(v) = mi%l L(x)
s
T:=T\{v}
for varje x € T granne med v
L(z) := min{L(x), L(v) + w(v,z)}
}

return L(z)

}



Varje gang whileloopen kors plockas ett horn v bort ur 7. Forsta gangen ar det a som
plockas bort. For det element som plockas bort sa géller att L(v) &r kortaste avstand fran
v till a.

Sa smaningom maste det vara z som plockas bort, da &ar algoritmen klar .

For beviset att Dijkstras algoritm verkligen beraknar langden av kortaste vagen mellan
a och z se kursboken.

For en enkel sammanhangande, viktad graf med n horn har Dijkstra’s algoritm en
worst-case tid pa O(n?).

Man kan ocksa mha algoritmen spara vilken viag som ar den kortaste mellan a och z.
Inte bara langden pa den kortaste vagen.

Grannmatrisen till en graf G = (V, E), givet en ordning vy, vy, . . ., v, av hornen, ar en
(symmetrisk) n x n matris A = (a;;) definierad genom

a;; = antalet kanter mellan v; och v; om 7 # j.

a; = 2 ger antalet loopar pa 7.

Insidensmatrisen till en graf G = (V| E), givet en ordning vy, va, . .., v, av hérnen, och
en ordning ey, ..., e, av kanterna dr en n x m matris B = (b;;) definierad genom

b;j =1 om v; ar en av dandpunkterna till e;

b;j = 0 annars

Definition Tva grafer G; = (V1, E1) och Gy = (V3, E5) ér isomorfa om:
Det finns bijektioner f : Vi — V5 och g : F; — FEj sa att
om e € F; har dndpunkter v och w sa har g(e) dndpunkterna f(v) och g(v).

Sats Om tva grafer G; och G5 ér isomorfa sa finns det nagon ordning av deras horn
for vilken de har samma grannmatris.
Motivation: Om A ar G1:s grannmatris m a p vy, vs, . . . U, sa har G5 A som grannmatris

m a p ordningen f(v1), f(v2), - ., f(va).
Omvéant om tva grafer har samma matris kan man definiera en isomorfi utifran detta.



For att visa att tva grafer inte ar isomorfa kan man anvianda sig av sa kallade invari-
anter.

Detta ar egenskaper sa att om G och Gy ar isomorfa sa har de antingen bada denna
egenskap eller sa har de den inte.

OBS Aven om G4 och G, inte dr isomorfa si kan de ha samma invarianta egenskap.

Exempel pa invarianter

‘G har n kanter’

‘G har m horn’

‘G har ett horn av grad £’

‘G har en enkel cykel av langd 1.’

De forsta tva foljer omedelbart av definitionen. (Bijektion mellan E; och E, och
mellan V] och V5.

Den tredje: Anta G1, G isomorfa. G har ett horn v sa att §(v) = k. Da finns kanter
e1,...,ep med v som dndpunkt. Da &r g(ey),. .., g(ex), precis de kanter som har f(v) som
dndpunkt. Dvs §(f(v)) =k

Den fjarde. Om v, vy, ..., vy ar en enkel cykel av langd ki Gy sa ar f(vo), f(v1), ..., f(vg)
en enkel cykel av langd &k i Gs.

Exempel: Ej isomorfa, olika manga horn.

Exempel: Ej isomorfa, olika manga kanter

Exempel: Ej isomorfa, ena grafen har horn med grad 3, den andra inte
Exempel: Ej isomorfa, ena grafen har 3-cykel den andra inte.



