Forelasning 15

Trad
Huffman koder

Definition Ett trdd T = (V, E) &r en enkel graf med egenskapen att om v och w &r
horn i T sa finns det en unik enkel viag mellan v och w.

Definition Ett rotat trdd T = (V, E) &r ett trad dér ett speciellt hérn vy blivit utsedd
till rot.

I ett rotat trad med rot vy sdgs roten vara pa niva 0. Om det finns en enkel vig av
langd n fran ett horn x € V till vy sédgs x vara pa niva n i tradet.

Ett trads hojd ar den hogsta nivan bland nagot av hérnen i 7.

Om tva horn v, pa niva n och v, pa niva n+ 1 i ett rotat tra ar sammanbundna sa
kallas

vy, fordlder till v, .1 och

Upaq fOr barn till v,.

Ett horn i ett rotat trad som inte har nagra barn kallas for ett lov.

Man kan karaktarisera trad med andra egenskaper dn att det finns en unik enkel vag
mellan varje par av horn.

Sats Lat T vara en graf med n horn. Foljande pastaende ar ekvivalenta.

(a) T &r ett trad.

(b) T" &r sammanh&ngande och det finns ingen cykel i T’

(c¢) T &r sammanhéngande och har n — 1 kanter.

(d) Det finns ingen cykel i T', och T har n — 1 kanter.

For att visa en sats som den ovanstaende visar man
(a) = (b)

(b) = (c)

(c) = (d)

och

(d) = (a)



Vi visar nagra av dessa.

(a) = (b)’

Lat T vara ett trad.

T maste vara sammanhangande eftersom det finns en vig mellan varje par av horn.

Antag att T innehaller en cykel C' = vg,eq,v1,...,05_1, €, vg. Man kan anta att det
ar en enkel cykel (sats 8.2.24 i kursboken).
Det finns i sa fall tva enkla vagar mellan vy och v1. vy, e1,v1 och vy, e,, ..., Vp_1, €k, Vg.

Motsagelse till att T" ar ett trad. Alltsa finns ingen cykel i T'. [J

'(b) = (¢)

Antag att T ar en sammanhéngande graf med n horn och att T" inte har nagon cykel.
Maste visa att 7" har n — 1 kanter.

Visar med hjalp av induktion pa antalet horn.

P(n): ’(b) = (c)’ for en graf med n horn.

Grundsteg: n = 1. Om T &r en graf med ett horn utan cykel sa kan inte T ha nagra
kanter alls (I sa fall ar de loopar, alltsa cykler.

Induktionssteg. Antar att '(b) = (c)’ ar sant om 7" &r en graf med n horn. Visar att
det ocksa ar sant om 7T ar en graf med n + 1 horn.

Lat T vara en sammanhéngande graf med n + 1 horn som inte har nagon cykel. Visar
att T har n kanter. T har alltsa n — 1 = 0 kanter.

Valj en vag p i T med maximal langd givet att ingen kant ska forekomma mer an en
gang i P.

p innehaller inga cykler eftersom 7T inte gor det.

[ sa fall maste p innehalla ett horn v sa att d(v) =1

Bilda en ny graf T* genom att ta bort v och den enda kant som har v som andpunkt
fran T

T ar sammanhangande och har ingen cykel.

Eftersom T har n horn sa har T n — 1 kanter enligt induktionsantagandet.

T maste alltsa ha n kanter. [J

Exempel pa tillampning av trad:



Huffman koder

Vanligtvis representeras tecken i ett datorsystem genom att lata varje tecken motsvara
en strang av fix langd. Exvis ASCII

a = 1000001

b = 1000010

I en Huffmankod sa later man, for att spara utrymme, vanligt forekommande tecken
motsvaras av korta strangar och ovanliga tecken av langa stréangar.

Vi ska ge an algoritm for att, mha trad, konstruera en optimal Huffmankod givet
frekvensen for forekomsten av olika tecken.

En pseudokod finns given for denna algoritm i kursboken. Enklare att forklara algo-
ritmen genom exempel

Exempel:

Antag att foljande tecken anvands med motsvarande frekvenser
Tecken Frekvens

22

4

3

6

16

HO QW

22
Frek ka tolk tt ~ 43,1 teck ar A.
re venseinasa olkas som a P riT376710 1% av tecknen ar

~7,8 teck ar B.
22+44+3+6+16 8% av tecknen &r

Ordna frekvenserna i vixande ordning, byt ut de tva ldgsta mot summan av dessa:
3,4,6,16,22— 3+4,6,16,22

Ordna de nya frekvenserna och byt aterigen ut de tva lagsta mot summan av dessa
6,7,16,22 — 6+7,16,22



Upprepa tills bara tva ’frekvenser’ aterstar.
13,16,22—13416,22
99,29

Konstruerar nu ett trad pa foljande satt:

Se kursboken for figurer.

Borjar med ett rotat trad med tre hérn, en rot och tva lov. Hérnen som inte ar roten
ar markta 22 resp 29.

Byt sedan ut hornet markt med 29 mot ett likadant rotat trad som det man borjade
med.

Nu skall de tva nya loven vara mérkta med 13 resp. 16. eftersom 29=13+16 i stegen
ovan. etc

OBS Huffmankoden man far ar inte unik, det kan finnas flera koder som ar optimala

Mark sedan varje kant ’at vanster’ med 1 och varje kant ’at hoger’ med 0. Huffman
koden for tecknen kan da ldsas av fran roten till 16vet som ar markt med motsvarande
frekvens.

I vart fall

A=1

B = 0100

C = 0101

D =011

E =00

010010111
BADA
01011001
CAB
000110100
ED
01110111
DADA



