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Invers funktion

Definition Mangden av alla delmangder till en mangd X kallas potensmdngden till
X och skrivs P(X).

Sats Om | X| = nsadr |P(X)| = 2". Dvs en mdngd med n element har 2" delméngder.

Bevis: Bevisar mha induktion.

Grundsteg: n = 0. Maéangden utan element dr tomma méngden ) och den enda
delmingden till @ dr @ sjilv. Alltsd P(Q) = {@} och |P(0)] =1 = 2°.

Induktionssteg. Antag sant for n visar sant for n+ 1. Lat X vara en méngd med n+ 1
element Vi mastge visa |P(X)| = 2",

Lat z € X. Da ar P(X) en disjunkt union av féljande méngder:

PX)={ACX |z¢ AyU{BC X |xz€ B}=M UM,

och alltsa ar |P(X)| = |My| + | M.

Men My = {A| AC X\ {z}} =P(X\{z}). Eftersom | X \ {z}| = nsa ar | M| =2"
(induktionsantagandet).

Och vi har att My = {AU{z} | A C X\ {z}} sa att varje element i M, motsvaras av
ett i M;. (De kan paras ihop tva och tva). Da maste | M| = |M;| = 2" och

P(X)|=2"+2"=2""[0

Det ar ofta nodvandigt att arbeta med unioner eller snitt av fler an ett andligt antal
mangder. Lat M vara en mangd och anta att A, ar en delméngder i en given univer-
salméangd U for varje « € M (M brukar kallas en indexmdngd). Da definieras

UAa:{xEU|x€Aaférnég0toz€M}

aeM

och



ﬂAa:{x€U|x€Aaf6rvarjea€M}

aeM

Extra viktigt ar exempel da indexméngden ar N (eller alla n € N, n > ng). Da skriver
man

U (U 4y

n=ng

respektive

N4 () A

n=ng

Exempel: A, ={zreR|x>n}n=1,23...

UAn:{x|x21}
n=1

Aao
n=1

Om vi definierar A,, som ovan 0r alla n € Z far vi

UAn:R

neZ

Definition om X och Y &r tva méngder &r ett ordnat par ett objekt pa formen (z, y)
darz € X ochy e Y.

Tva ordnade par (a,b) och (¢, d) ar lika ((a,b) = (¢,d)) om och endast om a = ¢ och
b = d. Man skiljer alltsa pa (a,b) och (b,a) (Dérav ordet ordnat...)

(a,b) = (b,a) galler endast om b = a.

Den kartesiska produkten av X och Y definieras som



X xY ={(z,y) | v € X ochy € Y}, dvs méngden av alla ordnade par fran X och Y.

Man kan ocksa bilda kartesiska produkter av fler &n tva méangder, exvis
XxYxZ={(z,y,2) |re XyeYochze Z}

Exempel: R? = R x R identifieras med planet.
R3® =R x R x R identifieras med rummet.
Om X och Y &dr éndliga méngder sa dr | X x Y| = |X]| - |Y].

Funktioner

Definition Lat X och Y vara tva icke tomma méangder. En funktion f fran X till Y
ar en regel som till varje element x € X ordnar precis ett element y € Y. Skrivs

f: X — Y och elementet y € Y som blir tillordnat z € X skrivs f(x).

Synonym till funktion &r awvbildning, och man siger att x avbildas pa y = f(z), y
kallas bilden av z.

Funktioner anvinds i matematik for att beskriva samband. Tank exempelvis pa hur

f(z) = 2* beskriver sambandet mellan lingden pa sidorna pa en kvadrat och dess
area.

Men det maste naturligtvis inte finnas en vettig tolkning av funktionen. Bara defini-
tionen ovan ska vara uppfylld.

Fler exempel [-] : R = R, || =max{n € Z | n < z}

[[]:R—=R, [z] =min{n € Z | n > x}

Viktigt exempel till senare: modulo operatorn

mod: Z x Z — N

n mod d = resten da n delas med d

dvsomn=qd+rsadrn modd=r

OBS!! Entydigheten i divisionsalgoritmen behovs for att detta ska vara en funktion.
OBS!! Skrivsittet, istf mod (n,d)

Det gar ocksa att definiera en funktion som det gors i boken. En funktion f fran X



till Y ar en delmangd av X x Y med egenskapen att for varje x € X finns det precis ett
y €Y saatt (x,y) € f.

Det ar dock inte sa intuitivt vad detta betyder som definitionen ovan. Denna delméngd
av X xY brukar ibland kallas funktionens graf. Generaliserar begreppet graf for funktioner
fran R till R.

Man kan alltsa beskriva en funktion genom att ange en delméngd av X x Y.

For en funktion f: X — Y sa kallas X for definitionsmdngd, skrivs (ibland) Dy. Y
kallas for funktionens malmdngd och

Vi={yeY |y= f(x)for nagot z € X}

kallas for funktionens vdrdemdngd. (Vy CY)

Tva funktioner f och ¢ &r lika om de har samma definitionsméngd och malméngd,
samt att f(z) = g(x) for varje z € X.

Om f: X - Y och g:Y — Z sa ar sammansdttningen av f och g en funktion fran
X till Z definierad av

go f(x)=g(f(x))

Exempel: f(z) = 2%, g(z) = sinz.

go f(r) =sinz?

fog(x) =sin’z

En funktion &r injektiv (one to one) om
Ve, € X Vg € X f(xq) = fxg) — 21 = 29
Dvs olika element avbildas pa olika element

En funktion kallas surjektiv (onto) om

VyeY dJreX f(x)=y

Dvs varje element Y ar bilden av nagot element = € X.
Dvs Y = Vf

Exempel:

f:R =R, f(z) = 2? ar varken injektiv eller surjektiv da

f(=1) = f(1) (e¢j injektiv) och det inte finns = € R sa att f(z) = —1 (ej surjektiv)
Exempel:



g:Rso — R, f(x) = y/z ar injektiv men inte surjektiv
(RZOZ{ZL’ER|$ZO})

MEN!

h: RZO — RZ()’ f((lf) = \/E

ar bade injektiv och surjektiv. Man kan alltid ’gora’ en funktion surjektiv genom att
andra malméangden till vArdeméangden.

For att visa f injektiv. Borja med godtyckliga 1, x5 anta f(x1) = f(x2) visa 1 = x9
For att visa f ej injektiv. Hitta x; # x5 sa att f(x;) = f(22)

For att visa f surjektiv. Borja med godtyckligt y € Y hitta x € X sa att f(z) =y.
For att visa f ej surjektiv. Hitta y € Y sa att f(x) # y for varje z € X.

En funktion &r bijektiv om den bade ar injektiv och surjektiv.
Exempel: f:R — R, f(x) =x 4 1 ar bijektiv.

Om f : X — Y &r bijektiv sa har den en invers funktion f~' : Y — X definierad
genom f~(y) = x dir z € X ir det unika element 2 € S som avbildas pa y dvs f(z) =y
Det féljer att f~* o f(z) =z och fo f ! (y) =ux.

Exempel: f(z) =z + 1 har inversen f~'(y) =y — 1.
Funktionen /7 : R>q — Rxg, har inversen x
e’ : R — R, har inversen In x.



