Forelasning 5

Foljder

Delfoljder

Strangar

Relationer

Partiell och total ordning
Ekvivalensrelationer

Foljder

Definition En foljd s ar en funktion med definitionsméngd N, eller (mer sillan)
en delméngd av N bestaende av konsekutiva (pa varandra foljande) tal, dvs av typen
{n,n+1,...,m}.

Observera att malmangden kan vara vilken méngd som helst. Dvs féljder behover inte
vara foljder av tal, det kan lika gérna vara foljder av matriser, vektorer, funktioner etc.

Exempel: Foljden

1,4,9, ...,n% ...

som alltsa definieras genom s, = n?, n=1,...

kan skrivas S = {n?}°>>, (S beteckning pa hela foljden.)

1
ar foljden
2k + s
1 1 1
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En oljd av tal kallas vizande om s,, < s,41 for alla n (for vilka s, ar definierad)
En f6ljd ar icke-avtagande om s, < s,.1 for varje n

En f6ljd ar avtagande om s, > s, for varje n
En 6ljd av tal kallas icke-vdzande om s, > s, for alla n (for vilka s,, &r definierad)

Exempel:

Foljden {v/n}2,, dvs 1,v/2,V/3,... ér vixande.
Den andliga foljden

3,3,2,2,1,1

ar icke-vaxande



Fran en f6ljd kan man skapa en ny foljd genom att behalla vissa element i foljden. En
sadan foljd kallas delfoljd till den ursprungliga foljden.

Formellt om {a;}:2, . ar en {6ljd, och ny ar en vixande f6ljd av tal i bland m,m+1, ...
sa ar {a,, }req en delfoljd av {a;}:2,,.

Exempel: Foljden

{i%}22,, 1,4,9,...,n% ...

har en delfsljd {(2k 4 1)*}k = 0>, 1,9,25,...,(2k + 1) .. .. Kvadrater av udda tal.
((a; = %, ny = 2k +15°,.))

Om {a;},, dr en foljd sa anvinds notationen

Zai:am—i—amﬂ—i—...—i—an

=m
och

n
Hai:am~am+1...-an
=m
Notationen anvands ocksa for att skriva summor och produkter av elementen i oandliga
foljder, men da maste man forstas definiera vad man menar med detta...

Definition En strdng dver en dndlig méngd X ar en adndlig foljd av element fran X.

strangen utan element kallas nollstrangen och skrivs \.

Mangden av alla strangar 6ver X skrivs X* och méngden av alla strangar over X
utom nollstringen skrivs X .

Ldngden av en strang « ar antalet element i strangen och skrivs |« .

For tva striangar «, beta sa ar skriver man a3 for strangen som bestar av « foljt av (.

En delstrdng av en strdng « &r en strang som bestar av konsekutiva (pa varandra
foljande) element av stréngen «

Exempel: X = {a,b,c}
o = abac och



B = abecbaa = abc?ba? r strangar over X.

(OBS! aa = a” #r bara formellt. Det ska inte ses som multiplikation!!!)
laf =4, |8] =7

aff = abacabc*ba®

Ba = abc*ba’bac

~v = cba ar en delstrang av .

Definition En relation R fran en méngd X till en méangd Y ar en delméngd av X x Y.
En delméangd till X x X kallas for en relation pa X.

{r e X | (z,y) € R for nagoty € Y'}

kallas domanen av R

{y €Y | (z,y) € R for nagot € X'}

kallas bilden av R

Om (z,y) € R skriver man zRy.

Exempel:

< &r en relation pa R.

Den delméngd av R x R som avses i definitionen ar

{(z,y) eR® z <y}

Exempel: ’delar’ | r en relation pa N. vi sdger att a | b om ’a delar b om b = ga for
nagot ¢ € N.

{(a,0) €Z%] a|b}

Om X &ar en méngd &r delméngd’ C en relation pa P(X). A C B.
Funktioner ar relationer. (Enligt definitionen av funktioner fran X till Y som en
speciell typ av delméngder av X X Y.) Men alla relationer ar inte funktioner.

En relation R pa X kallas refleziv om xRx for alla x € X

En relation R pa X kallas symmetrisk om xRy medfor att y Rz for alla x,y € X

En relation R pa X kallas antisymmetrisk om xRy och x # y medfor att y /Rx for
alla x,y € X

En relation R pa X kallas transitiv om xRy och yRz medfor att xRz.



Exempel: < pa R ar antisymmetrisk och transitiv

| pa N ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv

oma |bochb|csaidrb=qaoch c=qballtsa ac = q1qza, a | ¢
C ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

En reflexiv, antisymmetrisk och transitiv relation R pa X ar en partiell ordning.

Exempel: | pa N och C pa P(X) < paR

En partiell ordning med egenskapen att for = och y géller antingen xRy eller yRx
kallas for en total ordning.

< ar en total ordning pa R.

C pa P(X) och | pa N ér inte en total ordning.

Om R; ar en relation fran X till Y och Ry ar en relation fran Y till Z definieras
sammansattningen Ry o Ry genom

T Ry o Riz om det finns y € Y sa att xRy och yRyz

Om R &r en relation fran X till Y s definieras den inversa relationen R™' som en
relation fran Y till X genom yR 'z om zRy.

((Exempel barn, resp barnbarn och forédlder )

Betraktade som relationer har funktioner alltid en invers relation, men det ar enbart
for bijektiva funktioner som den inversa relationen ocksa ar en funktion.

Om R ar en ekvivalens relation pa X och x € X sa kallas méngden
[z] ={y € X | xRy}
for x:s ekvivalensklass.

Exempel = mod n, kongruens modulo n ar en ekvivalens relation pa Z som definieras
genom

a = b modn om a och b har samma rest vid division med n. Dvs a modn = b
mod n enligt tidigare definition. Om n = 3 géller exvis

1=4 mod3och2#6 mod3

N ={3k+1, keZ}={...,-2,1,4,7,...}



