Forelasning 6

Ekvivalensrelationer
Relationsmatriser
Algoritmer

Definition En relation R pa en mangd X som &ar reflexiv symmetrisk och transitiv
kallas en ekvivalensrelation.

Om R ar en ekvivalens relation pa X och x € X sa kallas méngden

[z] = {y € X | 2Ry}

for x:s ekvivalensklass.

Exempel = mod n, kongruens modulo n ar en ekvivalens relation pa Z som definieras
genom

a = b modn om a och b har samma rest vid division med n. Dvs a mod n = b
mod n enligt tidigare definition. Om n = 3 galler exvis

1=4 mod3och2#6 mod 3

N ={3k+1, kezZ}={...,-2,1,4,7,...}

Sats
Lat R vara en ekvivalens relation pa X. Da ar tva ekvivalensklasser antingen lika eller
disjunkta. Dvs om z,y € X sa ér antingen [z] = [y] eller [z] N[y] = O

Bevis: Lat z,y € X. Anta att [z]N[y] # O, dvs det finns minst ett element z € [z]N[y].
Vi maste visa att detta medfor att [x] = [y].

Antag w € [z]. Om vi visar att w € [y] sa har vi visat [z] C [y]. Vi vet att xRw, xRz
och yRz. Att R ar symmetrisk gor att ocksa zRx. Att R &r transitiv gor da att ocksa
yRw. Alltsa w € [y]. och [z] C [y]

Pss visar man att [y] C [z] alltsa ar [z] = [y] O.

Definition En partition av en mangd X ar en uppdelning av X i parvis disjunkta

icke tomma méangder, dvs en familj av delméngder A, C X sa att X = |_| A,
acA

Agy N Ay, =0 om oy # as.



Exempel:
Om X ={1,2,3,4,5} sa ar A; = {1,4}, Ay = {2,3}, A3 = {5} en partition av X
Lat M; = {jamna heltal} och My = {udda heltal} da &r M;, M, en partition av Z.

Foljdsats Lat R vara en ekvivalensrelation pa mangden X. Da &r ekvivalensklasserna
en partition av X. (Om vi bara riknar ekvivalensklasser som &r olika) Bevis: Foljer av
foregaende sats, plus att for varje element x € X sa éar z € [2] (Reflexivitet)

Exempel: Kongruens modulo 3.
0] = {3k, k€ Z}

1] ={3k+1, ke Z}

2] ={3k+2, ke Z}

ger en partition
Z=10]u1]u2]

Observera att omvént sa ger varje partition av en mangd ger upphov till en ekvivalens
relation pa mangden.

Om
X=|]A
acA
ar en partition av X. Definiera R genom xRy om x € A, och y € A,, dvs x och y
ligger i samma mangd.

Sats Lat R vara en ekvivalensrelation pa en éndlig mangd X. Om varje ekvivalensklass
har 7 element sa finns det | X|/r ekvivalensklasser.

Definition Lat R vara en relation mellan tva dndliga mangder X = {zy,...,z,} och
Y = {w1,...,yn}. Relationsmatrisen till R dr en m x n = |X| x |Y| matris (a;;) dér
a;; =1 om x;Ry; och a;; =0 om z; Ry;.

OBS!! Man maste ha bestdmt en ordning pa elementen i X och pa elementen i Y for
att kunna definiera relationsmatrisen.
En relation pa en méngd har alltid en kvadratisk relationsmatris.



Exempel: Lat X = {1,2,3} Y = {4,5,6,7,8,9} och lat R vara relationen xRy om z
ar en delare till y. Relationsmatrisen ar da

1
1
0

o O =
= = =
o O =
O = =
— O

Sats Om R; ar en relation fran X till Y med relationsmatris A; och Ry en relation
fran Y till Z med relationsmatris Ay da fas relationsmatrisen till Ry o Ry m.a.p. den valda
ordningen i X och Z genom att byta ut alla nollskilda element mot 1 i matrisen A;A,.

Relationsmatrisens egenskaper hanger i hop med relationens egenskaper

En relation ar reflexiv om och endast om relationsmatrisen inte har nagra nollor pa
diagonalen.

En relation ar symmetrisk om och endast om relationsmatrisen ar symmetrisk.

En relation ar antisymmetrisk om och endast om relationsmatrisen har egenskapen
att a;; = 1 for ¢ # j medfor att a;; = 0.

En relation r transitiv om A% har nollskilda element pa exakt samma positioner som
A. Déar A ar relationsmatrisen.

Algoritmer

En algoritm &r en andlig mangd av exakta instruktioner for att utfora en berdkning
eller 16sa ett problem.

Foljande karaktariserar algoritmer

Algoritmer har invdrden (input) och wtvdrden (output) som &r element av nagon
specificerad méangd.

Algoritmer ar precisa (exakta) dvs varje steg i algoritmen gar bara att utfora pa ett
bestamt satt.

Algoritmer ar deterministiska dvs resultatet av varje delsteg ar unikt och beror endast
av input och resultat av tidigare delsteg.

Algoritmer ar dndliga dvs de tar slut efter ett andligt antal steg och varje steg tar
andlig tid att utfora.



Algoritmer ar korrekta dvs utvardena skall vara korrekt 16sning pa det givna problemet
eller korrekt resultat av berdkningen

Algoritmer &r Generella dvs en algoritm kan hantera en méngd (gérna odndlig..) av
invarden.



