Forelasning 8

Talteori

Primtal

Aritmetikens fundamentalsats
Storsta gemensamma delare
Minsta gemensamma multipel
Euklides algoritm

Om a och b ar heltal, a # 0 séger vi att b delar a
b | a om det finns ett heltal ¢ sa att a = gb. dvs % ar ett heltal.

Definition
Ett heltal p > 1 ar ett primtal om de enda tal som delar p ar £p och +1. Ett heltal
n > 1 som inte ar ett primtal kallas for ett sammansatt tal.

Sats Om n &r ett sammansatt tal sa har n en delare d | n sa att 1 < d < /n.
Om man skall kontrollera om ett tal n ar primtal behover man alltsa bara kolla att
inget d, 1 < d < v/n delar n. Jfr Algoritm 5.1.8 i kursboken.

Bevis Antag att n ar sammansatt. Lat d vara en delare till n sa att 1 < d < n. Vet
att san finns annars vore n ett primtal. Om d < +/n ar vi klara. Annars utnyttjar vi
att n = gd dar ¢ € Z. Men da maste ¢ < /n for annars vore n = ¢d > /ny/n = n.
Motségelse. [J

Aritmetikens fundamentalsats Varje heltal n > 1 kan skrivas som en produkt av
primtal n = p;...pg. Denna s.k. primtalsfaktorisering &r unik, sa nar som pa vilken
ordning primtalen skrivs.

Om man t ex kraver att primtalen skall sta i icke-avtagande ordning, sa far vi alltsa
en unik faktorisering.

Exempel:
15=3-5
33=3-11

56 =2-2-2-7



For att visa satsen ska vi anvanda oss av foljande
Lemma Varje heltal n > 2 har atminstone en delare som &r ett primtal.

Bevis av Lemmat Lat n > 2 vara ett heltal. Vi vet att n har minst en delare som
ar > 1, namligen n sjalvt.

Lat p vara det minsta heltal sa att p > 2 och p | n.

Visar att p ar ett primtal.

Antag att p inte ar ett primtal. Da a&r p = km, k,m heltal 1 <k < poch 1 <m < p.

Men da &r ju n = pg = kmgq. Dvs k | n och 1 < k < p. Detta &r en motségelse! Alltsa
p ar ett primtal, och minst ett primtal delar varje heltal n > 1 [J

Bevis av aritmetikens fundamentalsats Visar forst ezistens av en primtalsfak-
torisering mha av stark induktion.

Grundsteg n = 2:

2 ar ett primtal sa det ’ar sin egen primtalsfaktorisering’

Induktionssteg: Antag sant for 2 < k < n Visar sant for n.

Om n ar ett primtal ar vi klara.

Om n dr sammansatt sa vet vi enligt lemmat att n delas av minst ett primtal p;. Da
ar n = p1k, med 2 < k < n. Enligt induktionsantagandet har k& en primtalsfaktorisering
k=ps...pm. Men da ar n = p1ps ... p, en primtalsfaktorisering av n.

Beviset av entydighet aterkommer vi eventuellt till senare. [

Med hjalp av Lemmat ovan kan man ocksa visa foljande:
Sats Det finns odndligt manga primtal.

Bevis Gor ett motsagelse bevis. Antag att det finns ett andlligt antal primtal pq, ..., py,.
Lat n = pipa...pm + 1.
Enligt Lemmat maste n delas av nagot av primtalen py,...,p,. Men det gor det inte

eftersom

n 1
— =P1---Dk—1Pk+1---Pm + —
Pk Pk



inte ar ett heltal.

Definition En gemensam delare till tva heltal m och n ar ett tal som delar bade m
och n.
m och n har alltid 1 som gemensam delare.

Den storsta (positiva) gemensamma delaren till m och n skriver vi
sgd(m,n) — Storsta Gemensamma Delare.
i kursboken skriver man ged(m,n) — Greatest Common Divisor.

Exempel: m =42, n =170

Delare till m: 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42
Delare till n: 1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70
Gemensamma delare: 1, 2, 7, 14
sgd(42,70) = 14

Definition En gemensam multipel till tva heltal m och n ar ett tal som delas av bade
m och n.

mn ar alltid en gemensam multipel till m och n.

Den minsta (positiva) gemensamma multipeln till m och n skriver vi
mgm(m, n) — Minsta Gemensamma Multipel
[ kursboken anvéands lem(m, n) — Least Common Multiple

Sats Antag att
m = pi'py? ... py* och

b
n — plilpgz pkk
dar py,...,pg ar primtal och a; = 0 om p; inte ar en faktor av m oc b; = 0 om p; inte

ar en faktor av n.

Da ar



min(ai,b min(az,b min(ag,b
sgd(m,n) = p" (a1 1)p2 (a2 2)...]) (ar:bi)
mgm(m’ n) _ prlnax(al,bl) max(az,b2) - .pmax(ak,bk)

Foljdsats sgd(m,n) - ged(m,n) = mn

Exempel fran ovan

42 =2-3-7(= 2357

70 =2-5-7(=2'3°5'7")
sgd(42,70) =2 -7 = 14.
mgm(42,70) =2-3-5-7 =210

Euklides algoritm Anvénds till att bestamma sgd av tva tal, pa ett mycket snabbare
satt dn att anvinda primtalsfaktoriseringen av talen. Den bygger pa foljande
Sats Om r =a mod b (dvs a =¢b+r, 0 <r < b) sa &r sgd(a,b) = sgd(b, )

Bevis

Vi visar att a,b har samma gemensamma delare som b, r.
Antag att ¢ delar a och b. Visar att ¢ delar r.

¢ delar ocksa bg, och alltsa delar ¢ dven r = a — bg

Pa samma sétt Antag att ¢ delar b och r Visar att ¢ delar a.
¢ delar ocksa bg och alltsa dven a = bq + 7.

Rekommenderade uppgifter:

§5.1: 12, 15, 18, 21, 24, 25, 28, 31

§5.3: 1-4, 6, 11 (for dessa), 15, 16, 23, 32-38
§5.4: 7-16



