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Skrivtid: 9-14. Tillitna hjdlpmedel: Manuella skrivdon, minirdknare och utlinad formelsamling
(lAmnas tillbaka tillsammans med skrivningen). Maximal poidng pa varje problem i del 1
ar 3 och i del 2 dr 5. For att erhdlla denna krivs att l0sningarna ar forsedda med relevanta
motiveringar. Fér betyg 3 krdvs minst 18 podng, for betyg 4 krdvs minst 25 podng och for betyg
5 minst 32 poédng. Om du blir gokidnd péa den skriftliga tentamen, méaste du kontakta oss innan
1 februari 2002, for att bestimma tid for muntlig tentamen.

LYCKA TILL

DEL 1

1. Berdkna lim sin(3z) .
z—0 tan(4c)

2. Bestam konstanten a sd att funktionen

z—1 for x>a . . e
f(:v)—{ 3 ¢ for z<a blir kontinuerlig for z =a .

3. Bestém den inversa funktionen till f(z) = tan3z for % <z< % . Vad &r definitionsméngd

for den inversa funktionen.

4. En kurvai zy— planet har ekvationen z?y> + 3zy + z? = 3. Anvind implicit derivering for
att bestdma ekvationen for kurvans tangent i punkten (—1,2).

sin

5. Beridkna /3 — 5 dx
o l+tan“zx

DEL 2

6. Visa genom att berdkna derivatan, att funktionen f(z) = arctan(z + 1) — arctan )
x
ar konstant. Bestdm konstanten for alla =z > —2.

3 o 1
7 Berik / —1)(z —2)|dz, D) Besta / R
o Beriton, [ e~ (e - Ae, ) B [t

2
8. a) Berdkna volymen av den ellipsoid som uppstér nér ellipsen mz + 4% =1 roterar kring

T— axeln. )

b) Vilken volym har den ellipsoid som uppstar nér ellispen % + 4% =1 roterar kring

y— axeln.



10.

For E och M:

4
Partielbrakuppdela funktionen f(z)=

N (x+1)(z2-1)"
Bestam /2 f(z)dz.

For B och K:
Bestdm en integrerande faktorn tiii differentialekvationen och 16s begynnelseproblemet:

zy — 3y = z°e®
y(1) =2.

I ett halvktot med radien R cm inskrives en rak cirkuldr cylinder enligt figuren nedan.
Bestam cylinderns maximala volym.




Svar till tentamen i Envariabelanalys IP1, 5 p. 2002-01-14

sin(3z) 3
1. =—.
790 tan(4z) 4
2. a=2

1
3. f[iz)= 3 arctan z med definitionsméngden —oo < z < +00.

4. Tangentens ekvation dr 4z — 3y + 10 =0.

5 /3 sinz 7
. ———dr = —.
o 1l+tan?z 24

6. f(z)= % for allaz > —2.

3 o0 1 In2
7. —1)(z —2)|dx = b — = —.
W [ e-E-2a=5 b [T o=
8w 167
8. a) Vm = ? V.e. b) Vy = T V.e.
9. For E och M:
(o) = 4 112
(x4 1D)(@?2-1) z-1 z+1 (z+1)2’
For B och K: 1
IF(z) = — y(z) = 23(z — 1)e® + 227 .

S



Losningar till tentamen i Envariabelanalys IP1, 5 p. 2002-01-14

Losning till problem 1.
i sin(3z) . 3z - 4rsin(3z) lim (sin(Sx) Az §> B
20 tan(4x) @0 3z - drtan(4x) a0 3z tan(4z) 4/

3 .. (sin(3z) 4z 3
°1 : ccos(dn) ) =2-1-1-1=
= ( 3z sin(4x) cos( :v))

3
4 250 4 4

Losning till problem 2.

Funktionen f(z) &r kontinuerlig fér z =a < limz — af(z) = f(a) =3—-a < a—-1=3—-a &
a=2.

Losning till problem 3.

1 T T .
y = tan 3z & 3z = arctany < x = garctany. Om ~% << s dad —oo < y < 400, alltsd

1
fHz) = 3 arctan z med definitionsmangden —oo < x < +00.

Losning till problem 4.
Implicit derivering med avseende pa x ger 2xy3 + 2. 3y2 Y +3y+3z-y +2r=0&

y = §22y2 —I—m3m Y , alltsé for £ = —1 och y =2 far man att y'(—1) = 3
4
Tangentens ekvation ar da y — 2 = g(a: —(~1)) & 4z — 3y + 10 =0.

Losning till problem 5.
s . s 1
3 sinz B (3. 2 _ )t = cosx __/52
/0 71+tan2xda:—{formelA16}—/0 sin z cos acda:—{ B = —singde }— . t*dt
1 t3 1 7
_ 2, _ || _ O
_Lé tdt—-l3]% -

Losning till problem 6.

! 1 1 z+2—z
"z) = (arctan z+1) — arctan — ) — _ .
F@) ( ) T+ 2 14+ (z+1)2 1-|—(—acﬂ”r2)2 (z +2)2
1

1 2 1
_ _ _ _ — 0, allts?
2+2+2 (z+2)2+a2 22+25+2 2+ 2z +2 atiea
funktionen f(z) &r konstant i sin definitionsméngd. For att bestdmma konstanten séttin z =1.
3

Man far f(0) = arctan1 — arctan0 = g —-0= 1

Losning till problem 7.

3 0 1
a) /lmw—lﬂx—mwx:[JM@—&Kx—@Mx+A|ﬂx—D@—2ﬂm+

+/12\x(:1:—1)(x—2)|d:1:—l—/23 |x(x—1)(a;—2)|dx=/_01(—x3+3x2—2:1:)dx+

1 2 3 4 0
+/ (2332 4-2x) dx—l—/ (—2* 4322 —2z) d:c—i—/ (2®—32%+2z) dx = —:EZ + 2 — $2]
0 1 2 -1

3
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b) /0071 fm [ e = i T(l i )d
= = lim - — =
1 z(z?2+1) 7560 /1 x2+1) T \e T 2r1)

Jim {In fz| - /T 20 = i [1||_11(2+1)]T—

1m nl|z 2 $2+1 _Tl—I}olo nlz 2nx 1_
T 1 1 In2

1 _— — — = —1 _ = —,

Th_I)r;o <ln T In 2) Inl—1In 7 2

Losning till problem 8.

a) Ellipsen ar symmetrisk i z— axeln och skir z— axeln da % =1,dvsiz==+2.

$2

2 2
Volymen av ellipsoiden ges da av “skivformeln” V, ==« / vde = / (1——)dz=
-2 -2

4
3 2 8 4 8w
_ — =2 2 - — =2re— = — .
ﬁlx 121_2 W( 12) T 3 3

b) Ellipsen dr symmetrisk i y— axeln och skir y— axeln d& y?=1,dvsi y =+1.
1
Volymen av ellipsoiden ges da av “skivformeln” V, == / z? dy = 4w / (1—9y?)dy =
-1

371

Y 1 2 16w
4#[@/——] :87r<1——>:87r-—:—.

3], 3 3 3

Losning till problem 9.

For E och M:
4 4 A B C

f(.’L‘)Z (:L‘+1)(.’E2—1) :(.’E+1)2(-'13_1) :x+1+($+1)2+$—1:

A2 -1)+B(z - 1)+ C(z +1)2
@+ 2@ —1)
4=A(z?>-1)+B(z—1)+C(z+1)?. Sittin z = 1. Man far C = 1. Inséittningen av z = —1

ger B = —2 och inséttningen av x =0 ger att A = —1, alltsa

, alltsd for alla z géller att

- 4 T 2 1
f(””)‘(xﬂ)(x?—l)‘_a:+1_(a;+1)2+x_1'
/ f(z) da T(— L )dleim [—1n|x+1|+i+1n|w—1|T
—> 2 z+1 (z+1)2 z-1 T=00 z+1 2
lim (lnT 1—I—L—lnl—g>:lm3—g.
" Iooo T+1 T+1 3 3 3
For B och K:
Ekvationen &r en linjar ekvation som loses med hjilp av integrerande faktorn.

3
gy — 3y = 2°e® = o — Sy =z .

En primitiv funktion till g(z) = _3 ar / (—ﬁ) dx = —3Inzx for z > 0.
x x

En integrerande faktor till differentialekvationen &r IF(z) = e 310% = 173 = — -
z

1
Multiplikation av differentialekvationen 3’ — =y = z*e® med den integrerande faktorn — ger
T T

1 !
(—3y) = ze” . Integrering genom partiell integration ger:
x
1
—y=ze’ —e"+C = y(z) = zle® — 23e® + Cad.
T
Begynnelsevillkoret y(1) =2 ger 2=1*.e—-13.e4+C-13 & C =2.
Den sokta 16sningen till begynnelseproblemet &r y(z) = 3¢ (z — 1) + 223 .



L&sning till problem 10.

Beteckningarna enligt figuren nedan, dvs. 18t y beteckna halva av cylinderns lingd och = vara
basens radie. Enligt Phytagorassats giller att (2z)% +¢% = R? dvs. y = V R2 — 4a2.

Volymen av cylindern ar V = - z? -2y, alltsd V(z) = 2rz?VR2 —4x2. V() #r definierad
for 0 <z < g For £ =0 och z = g galler att V(0) = V(g) =0, alltsd storsta véirdet for

R
V(z) antas i en inre punkt av intervallet 0 <z < 5 som maste vara en stationdr punkt.

43 drx

R
V(z) antar sitt storsta varde for r = — .

V6
R R? 4R? 1
mezv(—>=2w— R? - — = —7R*/3.

eller z =

R
N

6 6 9"



