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Skrivtid: 15.00-20.00. Hjélpmedel: Skrivdon, minirdknare och gula formelsamling. Tentamen
bestir av 8 problem. Varje problem ger hégst 5 podng. Lésningarna skall vara atféljda av
férklarande text. Fér betygen 3, 4, 5 krdvs 18, 25, respektive 32 podng.

1. Bestam talen:

a) cos(arcsin(—%)), b) sin(arccos(—%)), c) arctan(sin(g)),

d) sin(arctanl) och e) arccos(lne).

. ) e:r:+3 33‘2
2. a) Berékna: lim ————
z—o0 eT+2 — 23

24
b) Bestdm konstanten a sa att lim alz ) =1

z—2In(x — 1)

T
3. Lat f(xz) = arctan ——.
T Vi-a2

Beriikna f’(x). Vad kan séigas om sambandet mellan f(x) och funktionen arcsinz ?

4. Bestam:

3 o
a) / rarctan dzx , b) / |$2 — 3z + 2| dx, c) / - g dr.
0 o l+=x

2 -1 b
5. Bestam konstanterna a, b och ¢ sa att AT -4 + Tt .
(x+1D)(22+22+2) z+1 22+420+2

|

dz .
@t )@2+r22+2) "

Bestam aven /

6. Strackan y = 2z da —1 < x < 2, roterar kring y— axeln. Bestdm volymen for den
uppkomna kroppen. Ledning: Rita figur.

7. Bestam den rektangel som har storsta arean och tva av sina hérn pa x— axeln och tva dvriga

4k 1
a kurvan y = —— .
p Y 1+ a2 )
Ledning: Rit fen 6 = .
edning: Rita grafen for y 1522

2

i 5 = 0 och begynnelsevillkoret

8. Vilken funktion uppfyller differentialekvationen 3y’ — T+
x

y(0) =17



Svar till tentamen i Envariabelanalys IP 1, 5 poang 2007-01-12

1
1. a) cos(arcsin(—=)) = é, b) sin(arccos(—=)) = —3, c) arctan(sin(ﬁ)) = E,
) 2 2 2 2 4
d) sin(arctanl) = —,
) snfarctan1) =
och e) arccos(lne) =0.
e g . a(x® —4) 1
2. a) leHolomze, b) il—’n’ém:l@azz
3. fl(z) = 1 f(z) = arcsinz
' V122 B '

4.
1
a) / x arctan x dx = 5(($2 + 1)arctanx — ) + C,

b) / 0% — 3z + 2| de = — ,
0 6

*©  x T
——dr = —.
C)/O 1+ 24 T
2rz-1 -1 2z + 1
5. a=—-1,b=2 och ¢=1, dvs. T = + Tt .
(x+1)(x2+2x+2) z+1 22+4+2x+2

6. V =06m v.e.

1 1
7. Rektangeln har sina horn i punkterna (—1,0), (1,0), (1, 5) och (-1, 5) .

Arean for rektangeln dr 1 a.e.

8. y(z)=+v1+22.
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Losning till problem 1.

1 1 3
a) cos(arcsin(—i)) = cos(— arcsin(i)) = COS(%) = \2[,
1 1 3
b) sin(arccos(—i)) = sin(m — arccos(i)) = sin(7 — %) = sin(g) = \2[ ,
c) arctan(sin(g) — arctanl = ,
@) sinarctan 1) = sin(}) =
sin(arctan 1) = sin(-~) = —,
47 V2
e) arccos(lne) = arccos1 =0.
Losning till problem 2.
i ex+3+x2_ ) €x(63+g)_63—|—0_ . i xa_o
a) acLHoloeCE—i-Z_x?) _acaooex(6279373) T e2_0 - W xlﬂnoloeiw T
el‘
b) Sitt x —2=t, zr —>2<t—0.
2 _ 2 _
- a(x® —4) — lim a((t+2)°—4) — 4 lim t(t+4) _
z—2 In (IIZ - 1) t—0 ln(t +2— 1) t—0 ln(t + 1)
. . 1
Losning till problem 3.
2
( . @ )’ 1 1 vV1—a? 4 1— a2+ 22 1
arctan = . = SR —
V1 - a2 1412, 1—2? 1-22+a22)VI—22 VI-—a?
alltsd derivatan for f(z) &r lika med derivatan for arcsinaz. Funktionen f(x) och arcsinz
skiljes med en konstant. arctan — L _ arcsing +C. Séattin x =0.

— 2
Man far arctan0 = arcsin0 + C < C =0, alltsa f(z) = arcsinzx .

Losning till problem 4.

2 2 2 2
1 1 /1 -1
a) /:carctan:z;da: = :U—arctanx—/x—- dr = 2 arctanz — f/de =
2 1+a2? 2 2 1422

2
® aret 1/(1 ! )d Z reh L tanz) + C
— arctanxr — — I X = —arctanxr — —-(r — arctanx =
2 1+ 22 2 2

?—‘MH

7(( 2+1)arctanm—x)—|—0.

\V)

3 1 2 3
b) / \x2—3x+2yd:c=/(a;2—3z+2)dx—/(z2—3x+2)da;+/(x2—3x+2)dg;=
0 0 1 2

a3 32 ! 3 322 2 3 3x2 s
7—7+2$ — f—7+2$ + 7—74-233 =

0 3 2 5 3 2 )

3

1 3 8 1 3 27 8 11
St q2) (2 —644— (242 — 2 h6—(2-6+4)) =
(5-3+2)-(5-6+4-(5-5+2))+ (o-F+6-(5-6+4)) =%,



t =22

oo b . 1 b?
c)/ Y e = lim m4dx: dt =2z dx :flim/ — =
0 1—|—x b—oo o 14+ 1 2 b—oo J 1+t2
rdr = §dt
1 1 1
B bli)rgo [arctan t]82 =3 blirg)(arctan b? — arctan 0) = 3 g = % .
Lo6sning till problem 5.
w4+ x—1 __o br+c  a(@®+2x+2)+ (@ +1)(br+c)
(x+1)(224+22+2) z+1 224+22+2 (x+1)(2? + 22+ 2) B

(a+b)z*+ (2a+b+c)x+2a+c
(x4 1)(x? + 2z +2)

, dvs. likheten géller om

a+b = 1
2a+b+c = 1
2a +c¢ = -1
Om man subtraherar fran andra ekvationen tredje far man att b = 2. Fran forsta ekvationen
far man da att a = —1 och da far man att ¢ = 1, alltsa:
P+ —1 —1 2z + 1

(x+1)(a? + 22+ 2) :x+1+x2+2x+2'

/ > 4+r—1 d /(—1 n 2z +1 )d +/ 2x+2—1
€r = €r = — =
(x4 1)(2? + 2z + 2) z+1 224 2x+2 $2+2x+2
1

In(z? + 2z +2) — In|z 4 1| — arctan(z + 1) + C'.

Losning till problem 6.

Néar strackan roterar kring y— axeln uppstar en kropp bestaende av tva koner. Den ena med
basradie 2 och héjden 4 och den andra med basradie 1 och hdjden 2 l.e.

1 18
Alltsa volymen ar V = gTr(22 44+1%.2) = 3T= 6m v.e.

Losning till problem 7.
Den rektangel som har storsta arean och har sina hoérn dels pa z— axeln dels pa kurvan

Yy = 15 har y—axeln som symmetriaxeln. Lat ¢t beteckna halva langden av rektangelns bas.
x
Da arean av en rektangel som har sina tva dvriga horn pa kurvan ar
2t
Aty =2-t- = . Denna funktion antar sitt storsta virde ty funktionen dr aldrig
1+ 2 1+¢2 o

negativ (for icke-negativa t) och hm T2~ = 0. Funktionen antar sitt storsta virdet i en
t— OO

tation kt, dvs diir A'(t) =2 S 12t 0t=1. A1)

stationar pun Vs dar =2 —— = =1. =
punkt, ( PN

Den rektangel som har storsta arean har arean lika med 1 a.e.

Losning till problem 8.

Ty ry

5) =0 y =0 eller y’—ﬁ:O. y=0

uppfyller inte begynnelsevillkoret, alltsa den s6kta 16sningen finns bland 16sningar till ekvationen
/

Ekvationen kan skrivas om som y(y' —

= 0 som &ar en separabel ekvation.

1+ 22 /
/ ry Yy x _1
y_1+x2—0<:>§—1+$2<:>1ny—§ln(1 22+ C & y(z) = AV1+22, dir C och

A ar konstanter. Begynnelsevillkoret ger 1 = Av/1+ 02 = 1, alltsid den sokta funktionen &r

y(z) = V14 a2.



