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Skrivtid: 9.00-14.00. Hjalpmedel: Skrivdon, Gula formelsamling. Varje problem ger hogst 5
poédng. Losningarna skall vara atféljda av férklarande text. Fér betygen 3, 4, 5 krévs 18, 25,
respektive 32 podng.

1. a) Berdkna:
lim 7333 + e
z—00 228 — g3
b) Bestdm konstanten a sa att funktionen
a(z? —1)
Jay=q e

blir kontinuerlig for alla = > 0.

2. Lat f(x) =zarctanxz. Bestam:

a) f'(x) och b) /f(a:)d:c.

1
3. Visa att arccos — =arctanvaz2—1 foralla z > 1.
T

xT

4. a) Visa med hjilp av variabelsubstitutionen ¢ = e att den generaliserade integralen

/00 de . . /00 dt
overgar 1 .
0o e*+1 & 1 tt+1)

b) Bestam konstanterna A och B sa att

A B

t(t+1) t+t+1'

< dz
¢) Bestdm vérdet av den generaliserade integralen / P
0o e

, om det existerar.

2
1
5. Ange alla asymptoter till funktionen f(z)= % .
x

Bestdam &ven grafens ldge i forhallande till asymptoterna.

6. Lat f(z) =Ina?— 2z,

a) Bestam alla stationédra punkter till funktionen f(x).

b) Bestdm funktionens storsta och minsta virde (om de existerar).
Motivera svaren ordentligt. Var god vand.



7. Det omrade som ligger mellan x— axeln och kurvan y = xv/3 — x roterar kring z— axeln.
Berékna volymen av den uppkomna rotationskroppen.

8. a) Bestdm den allménna losningen till differentialekvationen:

Z—z:l—y, dir y > 1.
dy
b) Lés begynnelseproblemet: { at 1=
y(0) =2.
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2. a) f'(z) = arctanz + ﬁ , b /f(m) dx = % arctan x — §(m —arctanx) + C'.

3. Beridkna derivator for bagge sidor och satt in x = 2.

4.b) A=1och B=-1. c) / da =In2.
o erT+1

5. Vagrat asymptot y = 1 och lodrat asymptot x = —1.

6. a) Funktionen har en stationdr punkt = = 8.
b)  Funktionen antar sitt storsta virdet f(8) =6In2—4 ~ 0.159.
Funktionen antar inte sitt minsta varde.

27
7. V= Zﬂ' v.e.

8. a) y(t)=Ae ' +1. b)  yp(t)=e 1.
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Losning till problem 1.

i e 6%(6%37—#1)_04- 1 o 1 m?’_o
a) xﬂgom_zl_{%oeu( _%3)_2—0_5’375131_%0@%_ ’
e xr
21 21 t+1)2 -1
b) Bestam forst lim M. Satt ¢ —1 =1t. lim alz”—1) = limM
z—1  Inz z—1  Inz t—0  In(t+1)
a(t(t+2)) . B B .

tE,I(l) m = a - t%m . %E)I(l)(t + 2) = a - ]. . 2 = 2(1. Funktlonen f((l:)
kontinuerlig i = 1 < 2a = 2 dvs. om a = 1. For ovriga o > 0 funktionen

kontinuerlig som en elementar funktion.

Losning till problem 2.

1
a) f'(x) = (rarctanx) = arctanz + x - T2 arctan z + ﬁ ,
2 z? 1

b)2 /f(a:)da?:/Qxarctana:da::garctana:—/?'1+x2da::

1 1-1 1 1
x—arctanx——/Ldm:w—arctanm—— (1-— )dx =
2 2 1+ 22 2 2 1+ 22

1
% arctan z — 5(3; —arctanz) + C'.
Lo6sning till problem 3.

1 1 1 1 1

!/
arccos —) = ———— - (——) = = :
( I') 1_(%)2 ( 1;2) xz\/zi;1 x\/x2—1

1 x 1
arctan V22 — 1) = . = )
( ) 1+ W22 -1)2 Va2 -1 zva?2 -1

Derivatorna &r lika alltsa funktionerna skilljes hogst med en konstant, dvs.
1

arccos — = arctan Va2 — 14 C. Sitt in o = 2. Man far
x

1 1
arccos 3= g = arctan V3 + C = g +C = C =0, alltsd arccos — = arctan Vx% — 1.
x

Losning till problem 4.

a) Variabelsubstitutionen ¢ = e® ger dt = e" dx eller dx = % och dérfor
/00 dr /00 dt
o e+1  Ji tit+1)
1 A B A(t+1)+ Bt 1
== & = S (A+B)t+A=1A+B=0
TE TS tt+1) i T AT Bt -
1 1

och A=1dvs. B=—1. — _-21__1
tt+1) t t+1

= - ——— ) dt=1li - ——— | dt lim (Int—In(t+1)) =
) /0 e’ + 1 /1 (t t+1) 70 i (t t+1) Tl_]?go(n n(t+1))

Tlim (InT —In(T"+1) +1n2) :Tlim In +In2=Inl+mIh2=In2.

b)

T+1

ar



Lo6sning till problem 5.

2+ 1 2?4+ 2z +1— 22 2z 2z
/(@) (z+1)2 22+ 27+ 1 (z+1)2 I f@) = lim ( (z + 1)2)
Linjen y = 1 &r en vagrat asymptot. For alla x > 0 géller att f(x) < 1, alltsa for stora

x ligger funktionens graf under linjen y = 1. For = < 0 géller att f(x) > 1 och dérfor for

negativa x grafen ligger ovanfor linjen y = 1. Funktionen f(z) &r inte definierad i z = —1
2 2
1 1
och lim . 400 och lim . 400 och darfor linjen o = —1 &r en lodréat
g——1- (z +1)2 e——1+ (x + 1)2

asymptot till funktionsgrafen.

Losning till problem 6.

a) Funktionen f(x)=1Inz® — /22 dr definierad och deriverbar for alla 2 > 0.
f/(x)_g_ﬁ_g_ 1L _2V2-ya
- X 2\/5 - x v 2x o \/ix '
fl(z) =0 22—z =04 x =8. Funktionen f(x) har bara en stationir punkt
T =38.

b) hIOH—i- flx) = li%1+(ln 22 —/2x) = —o0, alltsa funktionen antar inte minsta viirdet.
xr— xr—

lim f(z) = lim (Inz? — V2x) = —co, ty funktionen v2z = V2 - 2% viixer snabbare &n
Tr—00 Tr— 00

Inz?. Funktionen f(z) = Inz? — /2 antar, alltsa storsta virdet i en stationér punkt,
dvs. i punkten x = 8. Detta virde ar f(8) =In64 — V16 =6In2 — 4 ~ 0.159.

Lo6sning till problem 7.
Kurvan y = zv/3 — x ligger 6vanfor z— axeln for 0 < x < 3.Volymen av den uppkomna kroppen

b 3 4’ 81\ 27
ges av: V:ﬂ'/ y2da::7r/ P?B-z)de =7 s _ 2 :7T<27——>:—7r v.e.
a 0 4 0 4 4

Lo6sning till problem 8.

d 1 d
a) Ekvationen &r separabel. d_?i =1—y < 12 —y d? =1« /—dy /1dt &

—In(y—-1)=t+Ceoy—1=—t—-Ceoy=Ae ' +1,dir A=eC &r en konstant.

b) For t=0 y=2<2=A+1< A=1, alltsa, den sokta losningen till begynnelseprob-
lemmet dr y,(t) =e "+ 1.



