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Studieanvisningar till kapitel 10

Las igenom TEXTEN NOGGRANT och studera alla exempel.
T dessa studieanvisningar har vi valt ut de moment som &r EXTRA VIKTIGA.

Till kapitel 10 har vi avsatt 4 lektionspass (8 timmar).

Avsnitt 10.1

I EXEMPLEN 10.1, 10.2 och 10.3 ar f(z) en ténkbar 16sning; det kan alltsa fin-
nas fler 16sningar. DEFINITIONEN av en primitiv funktion ar mycket VIKTIG!
Satserna 10.1 10.2 och 10.3 ar grundlaggande for behandlingen av primitiva funk-

tioner. I tredje raden pa sid 294 betyder DC derivatan av konstanten C (ej Davis
Cup).

Observera att med / f(x) dx menar man samtliga primitiva funktioner till f(x).
Alltsd om F(z) ar en primitiv funktion sa &r /f(:v) dz = F(z) + C.

EXTRA UPPGIFT: Vad ar /23: dr — /Zx dz?

VIKTIGT att kdnna igen begreppen: obestidmd integral, integrand, integra-
tionsvariabel, och integrationskonstant.

Viktigt att kanna igen formlerna for STANDARDINTEGRALER pa sid 296 och
kunna koppla ihop dem med STANDARDDERIVATOR (Appendix C). Verifie-
raa standardintegralerna genom att derivera hogerleden.

Mycket anviandbara raknelagar for integraler har vi i sats 10.4.

STUDERA alla exempel. Observera att

/f'(a:)dx:f(x)—i-C.

Sats 10.5 ger oss mojligheten att integrera sammansatta funktioner, dir inre
derivatan ar konstant. Bestam inre derivatan i exempel 10.10 d - f.

Observera de tva sista meningarna fore exempel 10.9 (VIKTIGT!). Stryk under
tredje ordet i sista meningen.

Exempel 10.10 c) ar en bra trigonometrisk 6vning.

Los testproblem 1 och 2.

Avsnitt 10.2

Koppla ihop formeln for PARTIELL INTEGRATION med PRODUKTREGELN
for derivatan. Sats 10.6 pa sid 300 ar VIKTIG!

Studera EXEMPLEN, speciellt noga exempel 10.14. 1 detta exempel anviander
man en ofta anvindbar omskrivning av integranden som en produkt.

Rékna testproblem 3. Tank pa lampligt val av funktionerna f(z) och g(z). Vad
far man om i 3 a) viljer man f(z) =z och g(z) = e™*7



Avsnitt 10.3

Studera alla likheter i SATS 10.7. Observera att satsen anvinds om integranden
ar av formen f(g(x))-¢'(z), dvs det handlar om en sammansatt funktion och dess
inre derivata.

Fran exemplen far ni metoden. Det ar darfor viktigt att studera alla exemplen.
For att kunna integrera behovs det YTTERLIGARE TRANING.

Exempel 10.25 och testproblem 10.4 d kan betrakas som ganska svira. Dessutom

saknas l6sningen da cost = —v/1 —sin®¢. Tink pa intervallet for ¢! Los testpro-
blem 4.

Avsnitt 10.4

Malet for avsnittet dr att presentera en del metoder som anvinds for att integrera
(berdkna primitiv funktion) en rationell funktion, dvs. en funktion som &r
kvoten mellan tva polynom. Metoden gar ut pa att om tidljaren har grad-
tal som ar storre an eller lika med ndmnarens gradtal sa utfor man forst, en
polynomdivision for att sedan separat kunna integrera kvoten och resten.
Studera i exemplen hur man omformar sddana integrander. Studera bara de ut-
valda EXEMPLEN: 10.27, 10.28, 1029, 10.30, 10.31, 10.32, 10.36, 10.37, 10.39,
10.40.

Rékna testproblem 5 och 6.

LMPLIGA VNINGAR: 10.1, 10.2, 10.3 b, ¢, e, 104 ¢, e, f, h, 1, 10.5 ¢, d, e, f, Los
10.5 h men byt 4 — z* mot 1 — 2%, 10.6 a, c, 10.8 a, b, 10.9.



A)

B)

*%

10.4 INTEGRALER AV RATIONELLA FUNKTIONER
Taljaren har samma eller hogre gradtal &n namnaren

Utfor polynomdivision eller andra algebraiska manipulationer fér att astadkomma
en kvot (ett polynom) plus en rest (som gar att integrera enligt B). Jfr ex 30
och 31 i kursboken.

Téljaren (T) &r av ldgre grad &n ndmnaren (N).

Namnaren ar av forsta graden:

a aln|l + bz
Ex 1. dr =
* /1—I—bx o b +C,

N &r av hogre grad én 1;
Fragestallning: Ar T en derivata till N? Om Ja

1222 + 14z — 8
Ex 2. dz = In |3z* 2_ 12
X /3w4+7w2—8x+12 z =13z + 72" — 8z + 12|+ C,

Om Nej

. N ar av andra graden och N=0 ger komplex losning

5
Ex 3. _
X3 /xz-l-ﬁw-l-l()dm

Satt N=0
2?2+ 6x4+10 =0 < z = —3 £ /9 — 10 =Reell 16sning saknas.
Kvadratkomplettera

2 +6x+10=22+62+9—-9+10=(z+3)2+1.

5 5
/x2+6x+10 z /1+(x 32 dr = Sarctan(z + 3) + C

2x + 10 2x+6 4
Exd [ 1 — dpg= | """ ¢ —  _dz=I+I
* /x2+6$+10 o /x2+6x+10 x+/x2—|—6x+10 z=hthL+0
I = In|z? + 6z + 10| = In(z? + 6z + 10) Se Ex 2, och
I, = 4arctan(z + 3) Se Ex 3.

2z + 10
/ #ﬁc-ﬁ-lo dz = In(z? + 6z + 10) + 4arctan(z +3) + C.

5
Ex 5. _
X5 /m2+6x+13d$

N=0ger z°+6z+13 =0 = z = —3++/9 — 13 = ekvationen saknar reell 16sning.
Jfr Ex 3. Efter kvadratkomplettering erhalls

[t [
2+6z+13 ) (z+3)2+4 7 4 1+(x7+3)2_

5 z+3 5 z+3
Z-2-arcta,n (T) +C = Earctan (T) +C.



II. N ar av andra graden och N=0 ger reell 16sning

u=1x—2

3 3
1) Ex6./ﬁda:: 3—221 :/—2du:/3-u_2du:—3u_1+02
(z=2) du=1-dz u
3

_ﬁ—'_c.

Alternativ 16sning

/Ldz:/3(x—2)—2dzzw+c.

(z —2)? -1
U=z —2
3z du _ 3(u+2) 3u 6
J— — dx = _ = —_— —_— =
2) Ex 7. /(m—Q)de a1 - de / 02 du / u2+u2 du
z=1u+2
3 _a 1 6
— + 6u du=3Inlu|—6u=" +C=3hnjr—-2|———+C.
U z—2
3) Ex 8. /&gjdm N=0 & z = +1
¢ —1
Partialbraksuppdelning
3r+5 3z +5 A n B  Alz-1)+B(z+1)
2—1 (z+1)@=z-1) =z+1 z-1  (z+1)(z—1)
(A+B)z+ (B - A)
(z+1)(z—1)

Bestamning av A och B kan ske pa olika sitt; t.ex:

* 3z +5=A(x—1)+B(z+1) (Vilj lampliga z—virden)
r=1=8=2B& B=14
r=—-1=22=-2A&A=-1

¥ 3r+5=(A+B)z+ (B-A)

Identifiering av koefficienter ger

3 =A+B .
Ekvationssystemet ger A = —1 och B =4.

5 =B—-A

Integralen kan nu skrivas om och 16sas:

1 4
/3“5de/ - + dz=—In|z+1] +4l|z -1 +C.
2 -1 z+1 -1

Jifr ex 39 och 40 i kursboken.



III. N ar av hogre gradtal &n 2.

Faktoruppdela och partialbraksuppdela.

2
EXQ./ 3"+ Tz tS dx N=0&z=-1.
(z+1)(z2+22+2)

Partialbraksuppdelning

3224+ Tx+5 A Bzx+C
@t )@2 12042 o+l 212242
A(z®>+2z+2)+ (Bz+ C)(z +1)
- (z+1)(22 + 2z + 2)
 (A+B)2?+(2A+B+C)z+24A+C

(x+1)(z2 + 2z +2)

Identifiering ger A+ B=3,2A+ B+ C =7 och 24+ C = 5. Systemet har
losningen A=1,B=2 och C=3.
322+ Tz +5 1 2z + 3

(x+1)(22+22+2) z+1 22+22+2°

Alltsa
322+ 7 +5 1 2z + 3
dz = d —— " d
/($+1)(m2—|—2x+2) v /x—l—l “/x2+2x+2 v

22 + 2 1
=1 1 ——d —d
nle+ |+/w2—l—2a:—|—2 :1:—|—/1+(x+1)2 o

=In|z + 1| + In(z® + 2z + 2) + arctan(z + 1) + C'.




