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Skrivtid: 8 —13. Tillatna hjidlpmedel: Manuella skrivdon, minirdknare och utlanad formelsamling
(lAmnas tillbaka tillsammans med skrivningen). Maximal podng p& varje problem ér 5. For
att erhalla denna kravs att losningarna ar forsedda med relevanta motiveringar. For betyg G
kravs minst 18 podng, for betyg VG krivs minst 28 poéng (bonuspoéng inrdknat).

LYCKA TILL (och kom ihdg inrederivatan)

. _ 11 (1 2
1. LatA-(_1 3>ochB—<3 4>.

a) Bestdm A~!.
b) For vilken matris X géller att A-X = B?

2. Ekvationen z*+22% — 22+ 22 =2 harenrot z; =i.
Verifiera detta och bestdm alla, 6vriga rotter till ekvationen.
3. For vilka virden pa konstanterna a och b har funktionen

ax® + b+ +1
222 —x —1

fz) =

en vagrat asymptot y =37
Anvind sedan dessa virden pad a och b och bestdm funktionens lodréta asymptoter.
Bestdm #ven funktionens stationdra punkter och dessas karaktar.
. . z
4. Visa att funktionerna f(x) = arctan(x — 1) och g(z) = arctan

skiljes med

en konstant. Bestdm konstanten for alla =z > 0.

5. Bestam:

T . T _r—1+1
a) /m dx Lednlng. (:I; — 1)2 = ((ﬂ — 1)2 .

o] 2
1 T
b) O/(x—1)2+1d"" 2 O/(x—1)2+1d$

2
6. Grafen till ekvationen z? + Y~ _ 1 bildar en sluten kurva som kallas en ellips. I ellipsen

skrivs in en likbent triangel vars spets ligger i origo och de tva dvriga hornen pa ellipsen.
Bestdm storsta mojliga arean for en sddan triangel.

7. Lat A vara det omrade som begriansas av kurvan y = ze”, z— axeln samt linjerna =z = 0
och z=2.

a) Berikna volymen av den kropp som uppkommer d& A roteras ett varv kring x— axeln.

b) Berdkna volymen av den kropp som uppkommer d& A roteras ett varv kring y— axeln.

8. Betrakta differentialekvationen (z 4 1) -3y’ =4? +1, for 2 > —1.

a) Bestam den allménna 16sningen.

b) Bestdm den 16sning for vilken y(0) = 1.
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L 1(3 1 1(0 1
1. a) A =701 1] b) X—2 9 3 |-

2. b) m =i, z3=—i,z3=vV3—1o0ch z4=—V3-1.
622 1 1
3. a=0 och b=6. Funktionen f(z)= % har tva lodrita asymptoter = = 3 och
22—z —
z = 1. Funktionen har tvi stationdra punkter z = —2 (lokalt minimum) och z = 0 (lokalt
maximum).
r—2
4. arctan(z — 1) = arctan +—.
T 4
1 T 3
T
5. ———dez=hljz -1 —-——+C. b/id =—7.
a)/(:1:—1)2 e=hje—1f=277+ )0 @-12+17° " 4"
2
T s
————dr = .
°) /(x—1)2+1 T
0
6. Storsta arean &r A =1 a.e.
7. a) V,= %(564 —1)ve. b)  V,=4n(e2—1)ve.
8. a)y(@) =tan(ln(z+1)+C), b) y(z)=tan(ln(z+1)+ g).
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Losning till problem 1.

1 3 1

) 1110 11| 1 0Y m—gm 10|%—%
1 3 | 0 1) ro4m 0 4] 11 1r2 01| 2 1
4 4 4

13 -1
o -1 _ 4
Alltsa, A~ = 1 < 1 1 )

b) AAX=BoA'A-X=A1'"BeE-X=4A"1"BeX=A"1.B.
1(3 -1 1 2 1{0 2 1{0 1
= _1. = — . = — = —
X=A4"-5 4(1 1) (3 4) 4(4 6) 2(2 3)'

Losning till problem 2.

it 423 — 2 42 —2=1-2—(—1)4+2i—2 = 0. Alla koefficienter i den algebraiska ekvationen
ar reella och darfor tillsammans med z; =4 ar dven zo = T] = —% en rot.

Enligt faktorsatsen &r polynomet z* + 223 — 2 + 2z — 2 delbart med (z —i)(z +4) =z? + 1.
2t 4223 — 22 422 — 2 = (2% + 1)(2® + 2z — 2). Ovriga rétter dr 16sningar till ekvationen
2?2 +20—-2=0,alltsd z3=—1+v3 och 4, =—-1—3.

Losning till problem 3.

For att f(z) ska ha en vagrit asymptot maste gradtalet for téljaren vara lika med gradtalet for
nédmnaren, alltsd a = 0.

. bz’ +z +1 ) bl +z+1 b
Om CLZO galler att f(.’L') = m OCh xll)gloom = 5 :3@1):6
Lodrita asymptoter har funktionen dir 2z —z —1=0<z = —3 och z=1.
£(z) (120 +1)(222 —z — 1) — (47 — 1)(62> + z + 1) 8z(z +2)
xTr) = —_ — e/ -
(222 —x —1)? (222 —x —1)?
fl(z) =02 =0 eller z=—2.
I z = 0 derivatan andrar tecknet frdn + till —. Detta innebar att i £ = 0 har funktionen
lokalt maximum ( f(0) = —1).
I £ = —2 derivatan éndrarécgecknet fran — till +. Detta innebér att i £ = —2 har funktionen
lokalt minimum ( f(—2) = 9 ).
Losning till problem 4.
1 1
Derivat "(z) = = )
erivatan (o) = G T2 T 22012
) 1 lz—(z—-2)-1 2 2 1
D t ! = - = = = .
erivatan g (x) 1+($__2)2 ) 22+ (x—2)2 222—4z+4 22— 27 +2
xX

Derivatorna f'(z) och g¢'(x) &r lika, sd funktionerna skiljes bara med en konstant.

+ C. For att bestamma konstanten C sattin z =1.

arctan(z — 1) = arctan -
Man far arctan0 = arctan(—1) + C < 0 = —g +C&C= g .
Losning till problem 5.

a) /ﬁdﬂc:/(xil_*—(w—llﬂ) dm:1n|a:—1|—ﬁ+0.

3




00 1 T
s o dz =l d t -1
b) /($_1)2+1d:1: Tl_)n;oo @17 11 x = [arctan (z — 1)]
0
. T T 3
—Th_l)Ioloarctan(T—l)—arctan( 1)—5—}—1_17
2 2 2
1 2(z—1)+2 1 (z—1) /
—- [ == d
/x—l do 2/($—1)2+1 v 2/(:1:—1 + —1
0 0 0
—11 2+ rtnl—( In2 — arctan(— 1))—2
=5 arcta 5 arcta =5

[ln ((:1: —1)2 4 1) + arctan(z — 1)] .

Lo6sning till problem 6.
Beteckningarna enligt figuren nedan. L&t A(z) beteckna arean av den heldragna (eller strack-

dragna) triangenl. Obs: bada trianglarna har samma area
Alz)=z-y=z-V4—42?2=2zv1—2%, dir0 <z <1.

Funktionen A(z) antar sitt storsta vérde antingen for = 0 eller i en stationér punkt, dvs i en

punkt dir A'(z) =0.
2(1 — 22?) o _
—2(\/1—x2+x m)z i ,alltsd A'(z) =0z =
2
A(0) = A(1) =0 (minsta virdet) och A (%) =2- % qf1-= (L> =

V2
Storsta arean ar alltsd lika med 1 a.e
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Losning till problem 7.
2

2 2
b) V, = 27r/a:-mezdm:27r/x2e$dx =2m [er‘”—Q/xexdx]
0 , 0
=27 [a:Qex —2ze” + 26””]0 = 47(e® —1).

Losning till problem 8.

1 1 1
Do =241 e ol — (:}/ :/ d
) (@r) -y =y +le gy x—i—l +1 zr1
& arctany =In(z + 1)+ C < y =tan(ln(z + 1

I

b) y(0)=1=1=tan(lnl+C)=tanC & C =
Den sokta losningen dr y(z) = tan(ln (z + 1) + %) .



