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Skrivtid: 8 —13. Tillatna hjdlpmedel: Manuella skrivdon, minirdknare och utlanad formelsamling
(lamnas tillbaka tillsammans med skrivningen). Maximal podng péa varje problem éar 5. For
att erhalla denna krévs att Iésningarna dr férsedda med relevanta motiveringar. For betyg G
kravs minst 18 podng, for betyg VG krdvs minst 28 poédng (bonuspodng inrédknat).

LYCKA TILL (och kom ih4g inrederivatan)

1. Bestam foljande gransvérden:
Inz3+1 in(z —1
a) lim rr+1 , b) lim 7sm(33 )
z—oo rlnx +x z—1 Inz

2. En ratvinklig triangel med given hypotenusa a roterar kring en av kateterna sa att en kon
uppstar.
Bestdm den triangel som ger konen med storsta volymen.

2
443
3. Funktionen f(x) = +
':U p—
Rita grafen till funktionen med angivande av eventuella lodrita och vagrita asymptoter och
lokala extrempunkter. Bestdm ekvationen for tangenten i punkten (2,7) till grafen.
Vilket &r storsta och minsta virde for funktionen i intervallet [—2,0]?

ar given.

4. Berdkna integralerna:

a) /(:U2+1)lnxd:c, b) /1 v dx c) /looﬂ(dac

_11—|-.%'4 1+$2)'

5. Bestim den volym som uppstar da omradet som innesluts mellan y =4 —22 och y = 2+
roterar kring x— axeln.

1
dr = arccos ———= + C for x > 07 Motivera ordentligt ditt

d /1 xT V I —’—.’1

svar.

2x—y

7. Bestdm den l6sning till defferentialekvationen 3y’ = e , som gar genom punkten (0,0),

dvs. 16s begynnelseviardesproblem
y/ — eQJz—y
y(0) = 0.

2
x
8. Omradet som begrénsas av grafer till y = 5 och y = v2x roterar runt x— axeln.

Bestdm volymen av den uppkomna kroppen.

b
Ledning: Ténk pa skivformeln V =7 / v dx .

a
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Inz® +1 in(z — 1
1) dim R gy gy S D
z—oo zlnx +x 21 Inz
2. Triangels kateter ska ha matt — h\/§K lym &r V, T3
. riangels Kateter ska na ma — OC az/ — . onens volym ar = a .
g \/g 3 y mazx 3\/§

3. x =1 iren lodrat asymptot, y = x+1 ar en sned asymptot. Funktionen har lokalt maximum
i (—1,—2) och lokalt minimum i (3,6). Tangenten i punkten (2,7) har ekvationen 3x+y = 13.
—2 ar det storsta och —3 det minsta virden for funktionen i intervallet [—2,0].

4. a) /(:c2+1)1nwd:c— x—3+x lnm—x—g—x—i-C b) /lxdaﬁ—o
) -\ 3 9 ’ 142t

) /mdﬁ_lﬂ
1 22(l+a22) 47

1 99 9 108
5. V:’ZT/ ((4—27) —(2—1—3:))(130:?% v.e.
-2

d 1

6. Ja, det ar sant ty — <arccos — + C) e
dx 1+ 22

7. y(z) =In(e** +1) —In2.

8. V= gw v.e.
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Losning till problem 1.

Inz3 +1 3z1 1 rlnz(3 4+ & 3+
a) lim TREHL g Selasl G ehaGrag) g ST g
z—oo glnx +x r—oo glnzx+x = xlnx(l—i—m) 1+ 5
ty lim = lim — =0,
z—oo glnxr z—oolnx
b)Sétt r —1=t. r—>1<t—0och x=1+¢.
i -1 int int t
i S —=1) . sint . osint ¢ . sint -1,
a—1  Inx t—=0In(l1+¢) =0 ¢t In(1+4+¢t) =0 ¢t t=0In(l+1)

Lo6sning till problem 2.

Beteckna en av kateterna i triangeln med x. FEnligt Phytagoras sats, andra kateten har mat
Vva? — 22, Rotera triangeln kring den andra kateten. D& uppstér en kon med volymen
T2 T2

V(z) = g(a —2%)r = g(a r—z3).

Funktionen V(z) &r kontinuerlig och definierad for 0 < z < a, alltsa V(z) antar sitt storsta
och minsta virdet antingen i &ndpunkterna for intervallet eller i en stationédr punkt.

V(0) = V(a) =0, alltsa storsta viirde antas da V'(z) =0. V'(z) = %(a2 —32%)=0e =

Sle

a T 3

ﬁ) = ﬁa v.e.

ty > 0. Detta a— virde ger storsta volymen V., = V(
Losning till problem 3.
Definitionsméngden for funktionen &r Dy = {# € R : x # 1}. Linjen « = 1 &r en lodrét
4
asymptot ty lir{1i f(x) = £o00. Genom polynomdivision ser man att f(x) = x+ 1+ 1
T— X —

Detta visar att linjen y = x + 1 &r en sned asymptot da z — +oo.
C 2z(z—1)— (2 +3) 2*-22-3  (z+1)(z—3)

f(z) Y TR Ett teckenstudium for deridatan

visar att funktionen har ett lokalt maximum i (—1,—2) och ett lokalt minimum i (3,6).
3-(—1

2 = (1) = —3. Ekvationen for tangenten i (2,7) blir saledes

y—7=-3z(x—-2)=3x+y=13.
For att bestdmma storsta och minsta virde i [—2,0] noterar vi att vi har en stationér pinkt i

x=—1 med f(—1)= —2. I &ndpunkterna for intervallet har vi f(—2) = —g och f(0)=-3.

Storsta varde i [—2,0] & —2 (antas for z = —1) och minsta vérdet &r —3 (antas da = =0).

Losning till problem 4.

3 3 3 2
2 —(Z (= R _/ r _
a) /(m+1)lnmdx—<3+:n>lnm /<3+x>xd$—<3+x>lnx <3+1>dx—

3 3
(ﬂ;—ka:)lnx—xg—x—i-c,

1
b) /_1 1 le dr = 0, ty funktionen f(x) &r en udda funktion ( f(—x) = —f(z)), alltsa

integralen Over ett symmetriskt intervall ar 0.
Det gar bra att rikna. Sitt t = 22, dt = 2z dz och man far:

T g 1 /1
Y == ——_dat=0
/_11+334 v 2/1 142 ’



)/w dx i G x i G(1 1 )d i [ 1 . }
C T 5. = 11m T 5. — 11m — T 5 T = 11m —— — arctanx
1 22(14+22) X—oo)1 22(14+22) GoooJ1 \2?2 1+ 22 G—oo | 1

T T T
0—=+14-=1—-.
SR 4

Losning till problem 5.
1

1 1 5
V= 7r/ (4—22)2—(242)}) de = 7r/ (2t =922 — 42 +12) dx = [335 — 323 — 222 + 122

) —2
-2

1 32 33 108
- —3-24+12—(—+24—-8-24 — 4+ 15=—
5 FR-(=5 )=+ 5o
Losning till problem 6.
Likhet all h endast d ( ! + C) L

ikheten géller om och endast om — [ arccos —— =——

& dx V1 + 22 1+ 22
d 1 1 1\ Vi+a? e
<arccos+0):— ( ) S 1*“”22
dx V1+a? . 1 \2 \W1+22 x Itz
B ( 1+x2)

1
142’

Losning till problem 7.
Ekvationen kan skrivas om som €Y -y = ¢?* . Ekvationen &r, alltsi separabel.

1 1
Integrationen ger eV = 56296 +C e y(x) = ln(ie% +C) som &r allménn l6sning till ekvationen.
1 1
Insdattningen av begynnelsevillkoret ger 0 = ln(§ +C)& C = 3 alltsd den sokta losningen &r

y(x) = ln(%(eh +1)) =In(e* + 1) —In2.

Lo6sning till problem 8.
2

Graferna till funktionerna skir varandra om 2z = % & 1 =0 eller 9 = 2. Alltsd omradet

som roterar runt z— axeln kan beskrivas som { (z,y) € R? : 0< 2 < 2,

y <
2 2 /22 "
Den sokta volymen ar V = 77/ (V 2x)2 dr — 7r/ <2> der=m ( 4) =
0

0

572
2 12
[xz — ;:0] =7 (4 — ;(}) = gw v.e.

| /\



