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Skrivtid: 8 —13. Tillatna hjdlpmedel: Manuella skrivdon, minirdknare och utlanad formelsamling
(lamnas tillbaka tillsammans med skrivningen). Maximal podng péa varje problem éar 5. For
att erhalla denna krévs att Iésningarna dr férsedda med relevanta motiveringar. For betyg G
krdvs minst 18 poéng, for betyg VG krdvs minst 28 podng.

LYCKA TILL (och kom ih4g inrederivatan)

1. For vilka varden pa x giller att
sin <Z —:L') = /3sin <Z —l—w) ?

Ledning: Anvénd formel A 9 fran formelsamlingen.

sin(mzx) ) 2 — a3
’ by Jim 203 + 322 — 4

2. Berdkna: a) lim1 1
z—1 xr —

3. a) Berédkna derivatan for funktionen f(x) = 22*.
b) Funktionen y(z) satisfierar ekvationen xy®—x?y = 2 i en omgivning av punkten (1,2).
Bestam 7/(1).
Ledning: Anvénd implicit derivering.

4. Bestam: a) /Slr\l}/ida:, b) / ln—;da:.
x 1z

5. I punkten P = (p,1 —p?), dir 0 < p < 1, dras en tangentlinje till kurvan y = 1 — 22,
Tangentlinjen avgréansar tillsammans med koordinataxlarna en triangel.
Bestdm triangelns minsta mdojliga area.
Ledning: Skriv upp tangentlinjens ekvation i punkten (p,1— p2) .

dx
6. Visa att /7 =arctanvz?2 —1+C.
zvr? —1

(z —3)?
2 —
vagrata asymptoter samt max- och minipunkter.

7. Skissera grafen till funktionen f(z) = med angivande av eventuella lodréta och

8. Bestim en integrerande faktor till differentialekvationen xy’ +2y =1.
Los sedan begynnelsevirdesproblem:

2y +2y=1
y(1) =1.
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1. x:—l—i—mr,féralla nez.
12
2. a) lim sin(mz) = -,
z—1 x—1
2— 23 1
b)  lim - =

a—o00 203 + 322 — 4 2

4. a) /Slr\lfxd:r:—Qcos\/E+C,

T
®Inzx
b / —-dz =

) ) m

. L . 1 43
5. Triangelns area &r minst da p = % och Anin = 5

. d 1
6. Visa att — (arctan Va2 —1+C) = ———

dx zva? —1

7. x=1 och x = —1 &r tva lodrédta asymptoter, y = 1 &r en vagrit asymptot. I punkten

(g, —8) funktionen har en maximipunkt ochi punkten (3,0) funktionen har en minimipunkt.

8. u(z)
y(z)

=z &r en integrerande faktor for ekvationen.
1
= 5(1 + —) &r en 16sning till begynnelsevirdesproblemet.
x
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Losning till problem 1.

(5 0) = o 42) () (5 (5]

sin(Z—x) :\/gcos(;r—x> @tan(Z—x) :\/§<:>tan<1—x):tang<:>

m T T
——r=— f6 Z. Alltsd © = —— {6 Z.
1 x 3+n7r or n € tsa x 12—|—n7r, or n €

Losning till problem 2.

a) Satt x — 1 =t. Da géller att t — 0 om och endast om z — 1.

lim sin(mx) — lim sin(m(t + 1)) — lim = sin(mt) — lim sin 7rt7r  r—
z—1 ¢ —1 t—0 t t—0 i t—0 7t
Ovan har vi anvand att sin(m + a) = —sina och av faktum att om ¢ — 0
da éven 7t — 0.
2 — 23 . 933(5,% —1) F —1 1
RO N v Sy L LMy - o e L EpE
v—+to0 22° + 372 — 4 a—too 3242 — ) @ Yoo 4 3 = 2

Losning till problem 3.
a) Logaritmera funktionen f(z). In f(z) =In(22*) =Inz +In2* =Inz + x1n2. Derivera:

f'(x) = l—}—an alltsd f'(z) :f(x)(l—}—an) :me(l—{—an) =2%(14+z1n2)
flx) = ’ x x '
o 5 , 9 ;o 2zy -yt .
Implicitderivera: 1-y“4+x-2y-y —2zy —zy =0& 4y = Cy—E For x =1 galler att
Yy — T
2-1.-2-22
. 2 ! _ —
y—Q,alltsay(l)—m—O
Losning till problem 4.
Sitt t =z .
t-2t
a) smf t? =2 :/smt dt:2/sintdt:—2(zost+C:
Ve o dt = da
—2cosvr +C.
° ] b1 1 1 1 7° 1 11°
b) / n—;d:c— lim n—fdx— lim {—lnx—/(—) 'dx} = lim {—m—} =
1 x b—ooJ1 b—oo0 x x X 1 — 00 x x|q
I ( L 1+1) —1
o\ b b )

Losning till problem 5.

Tangentlinjen till kurvan y = 1 — 22 i punkten (p,1— p2) har ekvationen
y— (1 —p*) = —2p(x — p). Tangentlinjen skir z— axeln da y = 0 dvs. i punkten

1 2
T = —2Fp och y—axeln dd =0, dvs. y=1+p?.
p
11+p? 1 (14 p?)?
Arean av den avgrinsade triangeln ar A(p) = 3 —2Fp A+p? = Ew = Al(p) =
P
}2(1+p2)-2p~p—(1+p2)2_}1+p2(32_1)
4 p? 4 p? P '
1 1
Ap) =03’ -1=0p=—,t > 0. Triangelns area dr minst d& p = —= och
(p) pl P=m v p g P=
1 1(1+3)* 43 4
A(—):f( 13) = \f (Obs: A(p) — +o00 da p — 0 och A(1 )—1>i)
V3 4 7 9



Losning till problem 6.

d dx /

Likhet all — _— | = tan Va2 —14+C) .

1 ee;lgaer@;dx(/xm> (arcan x + )
€T 1

vi=—(/ ); .

d93< zvzx?—1 zvzx?—1 .

HL = (arctan vVaZ -1+ C)

2z 1 T

/ X
T+ (Va1 2var -1 142t -1 a2 -1 22/al-1

1
aVrZ—1

Alltsdé VL = HL, dvs. likheten / = arctan V22 — 1+ C giller.

dx
v —1
Lo6sning till problem 7.

B (x—3)2_ (x —3)?
o2 —1 (z+D(x-1)"

1. Nollstéllen : y=0 = x=3,
=0 = y=-9.

2. Stationdra punkter :

, (@2 =1)-2(z—3)—2z(z—3)? 2(z-3)(3z—1)
' (2~ 1 T @1

1
Alltsa 4/ =0 = =3 eller T=z.

3. Asymptoter :

r— —1" = Yy — 400
r— —17 = Yy — —00
z— 1" = Yy — —00
r— 1 = Yy — 400
Alltsd £ = —1 och z =1 &ar lodrita asymptoter.
y—1T om x— —ococochy—1" omaz— 400,

alltsa y = 1 &r vagrédt asymptot och grafen nérmar sig uppifran linjen y =1 da * — —oo och
nerifran da « — 4o00.

Lo6sning till problem 8.

tenx — x2 )

2 1
vy +2y =141y + ~y =~ . En integrerande faktor u(x) = ef 3w
x x
Alltsa en integrerande faktor till ekvationen zy’ + 2y = 1 kan viljas som u(x) = z. Om man
2

multiplicerar ekvationen med u(z) far man z%y 4 2zy =z < (2%y) =z < 2%y = Y Lo U

2
12 1
begynnelsevillkoret att (1) = 1 foljer att 1% -1 = 5 + C, alltsa att C' = 3
1 1
Man f3 =-(1+—=).
an far y(z) 2( + I2)



