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Nagot om losningar till

algebraiska ekvationer

Forstagradsekvation
En algebraisk ekvation av forsta graden ar en ekvation av typen
r+a=0,

som har alltid en 16sning z = —a.

Andragradsekvation
En algebraisk ekvation av andra graden ar en ekvation av typen
?4+ar+b=0.

Ekvationerna av denna typ kan vi 16sa med metoder vi kinner fran gymnasiekursen
i matematik.
I fall a@ och b ar reella tal far vi att

a a\ 2
=24 (—) —b.
T2 =75 2

I fall @ och b ar komplexa tal, kan vi inte anvinda ovanstaende formel ty kvadra-
troten ur ett icke-reellt tal ar inte definierad.

Men i detta fall kan vi anvanda motsvarande metoden som vid hérledningen av
ovanstaende formler.
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Tredjegradsekvation
Mycket besvarligare ar att 1osa tredjegradsekvation, dvs. en ekvation av typen
(1) 23 +ax’+br+c=0.

Har skall vi beskriva hur kan man ga till vaga for att erhélla losningar till en sadan
ekvation.

1 . ) ..
Lat oss nu satta in £ = z — ga. Vi far da en ekvation dar koeflicienten framfor

22 &r noll, dvs. en ekvation av formen

(2) 2 +pz+q=0.

(Genomfor réakningarna.)
Nu skall vi forsoka losa den har ekvationen.
Sétt in z=wu+wv i(2). Vifar da

u? +0° + (Buv +p)(u+v) +¢=0.

Om vi nu valjer v och v sa att 3uv+p =0, dvs. uv = _%) sa far vi ekvations-
system
ud+v3 = —¢q
3
3..3 p I
uv® = ——
27

som genom substitutionen ¢ = u3 och s = v3 leder till systemet

t+s =—¢q
P,

ts =2
5 27

som i sin tur leder till den kvadratiska ekvationen

3

p
t24+qt — - =0,
Ty
som har losningar:
q ? p?
t1o=—=+4/—+ —.
b2 T
Vi far att
2 3
__41 K
=Ty TN T
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Alltsa

1
3 3

B B > p3 ¢ p3
z=u+v= 4—|—27 + 4—|—27

a
2

q
2:F

Nu &r det latt att skriva upp losningarna till ekvationen (1).

Detta overlamnar vi till lasaren. Den beskrivna metoden kallas i litteraturen for
”Cardanos losning” trots att den forste som loste ekvationen var Seipione del Ferro
(omkring 1500) fran Bologna.

OVNING 1
Los med den beskrivna metoden ekvationen:

23 —2224+2:—-1=0.

Fjardegradsekvation

Losningar till fjardegradsekvationen ar annu besvarligare an till tredjegradsekva-
tioner. Har nedan beskrivs metoden (efter Cardanos elev och sekreterare Ferrari)
med vilken kan man fa fram formeln for 16sningen av fjardegradsekvationen. Vi
utelamnar en del enkla detaljer.

Lat oss betrakta ekvationen

z* +azd +br’ +cx+d=0.
Addera till bada sidor (ex + f)2. Vi far:
(1) 2t +az® + (b+e)z? + (c+ 2ef)x + (d+ f?) = (ex + [)?,

e och f viljer vi sa att vénstra ledet i (1) blir fullstindig kvadrat, dvs. kan
skrivas som (z2? + pr + ¢q)2. Kvadrering och jimforelse av koefficienter leder till

ekvationssystemet
2p=a,

P’ +2¢="b+e’,
2pq = c+ 2ef,
q2:d+f2.

o . . o . a .. .. .
Fran forsta ekvationen far vi att p = 2 och omskrivning av de ovriga ekvationer

ger
2

62:%+2q—b,
4€2f2: (G,q—C)2,
f2=q¢-d.
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Satt in forsta och tredje ekvationen i andra och vi far:
(aqg —c)? = (a® + 8q — 4b)(¢®> — d) .

Detta ar en tredjegradsekvation i ¢ som kan losas med ovan beskriven metoden.
Alltsa ¢ kan uttryckas med hjalp av a,b,c och d.
Sedan ur sambandet (z? + pz + ¢)? = (ex + f)? kan vi bestimma e och f.
Vifar [#2+ (p+e)z+ (¢+ f)][z2+ (p—e)z + (¢ — f)] =0, dvs. tvd andragrads-
ekvationer

#?+(p+e)z+(g+f) =0,

och
2+ (p-ez+(q—f)=0,

vars rotter ar losningar till den ursprungliga fjardegradsekvatinen.

Losningsmetoderna beskrivna ovan ar besvarliga men anda med hjalp av dem kan
man fa fram rotterna till ekvationerna upp till fjairdegraden.

Sa ar inte fallet med ekvationerna av hogre grad én fyra. Redan Abel (1802-1829)
och Galois (1811-1832) visade (oberoende av varandra) att det finns inga allména
l6sningsmetoder for sadana ekvationer, darfor skall vi i fortsattning studera en del
egenskaper som kan hjalpa till att 1osa algebraiska ekvationer.



