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INTEGRALER AV RATIONELLA FUNKTIONER

A) Taljaren har samma eller hogre gradtal &n ndmnaren

Utfor polynomdivision eller andra algebraiska manipulationer for att astadkomma en kvot (ett
polynom) plus en rest (som gar att integrera enligt B). Jfr ex 11.8 pa sid 302 i kursboken.

B) Téljaren (T) &r av lidgre grad &n ndmnaren (N).

* Namnaren ar av forsta graden:

a aln|l + bz|
Ex 1. de = ——
* /1+bx o b +¢

** N dr av hogre grad én 1;
Fragestéllning: Ar T en derivata till N? Om Ja

1223 4+ 142 — 8
Ex 2. dr =In|3z* + 72> — 8z + 12|+ C
* /3x4+7x2—8x+12 v=In3z"+ 72" - 8x + 12|+ C,

Om Nej

I. N ar av andra graden och N=0 ger komplex 16sning

5
1) Bx3. [ 5———d
) Bx /m2+6x+10 !

Satt N=0
22 4+ 62+ 10 =0 & z = —3 £ i =Reell 16sning saknas.
Kvadratkomplettera

2 4+62x4+10=22+62+9—-9+10=(z+3)*+ 1.

5 5)
S adr= | g dr = t '
/z2—|—6x+10 o /1+(x 3)2 x = barctan(z 4+ 3) + C

2z 4+ 10 22 +6 4
2) Ex 4. ——dr= | ——d ——de =1 +1
) Ex /m2+6x+10 o /x2—|—6x+10 x+/m2+6x+10 r=htlL+C
I} =In|z? + 62 4 10| = In(2? + 62 + 10) Se Ex 2, och
I, = 4arctan(x + 3) Se Ex 3.

2 10
/ ﬁ dx = In(z? + 6z + 10) + 4arctan(z + 3) + C..
x X

5
Ex5 [ 5————d
3) Bx 5 /m2+6x+13 !

N=0 ger 2?4 62+ 13 =0 =z = —3 & 2i = ekvationen saknar reell 16sning. Jfr Ex 3. Efter
kvadratkomplettering erhalls



/#d@,_/#dwi/dfw_
r24+6x+13 " ) (x+3)2+4 7 4 1+(w_;3)2_

5 r+3 5 r+3
Z'Z‘arctan<T>+C—§arctan< 5 >+C.

II. N ar av andra graden och N=0 ger reell 16sning

u 3

3 =x—2 3
1) Ex6. /76&1:: g—uzl :/—du:/?)‘u_zdu:—3u_1+C:——+C.
(z—2)2 durzl-dx u? r—2

Alternativ 16sning

3 _ 3(x —2)7 !
——dx = — N =2 .
/(:U—2)2 x /3(x ) “dx = +C
u=x—2
3z du _ 3(u+2) 3u 6
R e dx e R s JE— J— s
2) Ex?./(x_Q)Qd:U a1 e / 3 du / u2+u2 du
T =1u-+?2

3 6
/<—+6u_2> du=3lnul—6ut+C =3z -2 - ——+C.
u x—2

3) EXS./wd:U N=0 & z = +1
¢ —1

Partialbraksuppdelning
A B  Alx—-1)+B(x+1)

3z+5  3z+5
(x+1)(z—1)

2—-1 (z+1)(z—1) _a:+1+ac—1_
(A+ B)z + (B — A)
(x+1)(z—1)

Bestamning av A och B kan ske pa olika sétt; t.ex:

* 3x+5=A(r—1)+B(x+1) (V&lj lampliga z—virden)
r=1=8=2B< B=4
r=—-1=22=-2A&A=-1

¥ 3x+5=(A+B)x+ (B—A)
Identifiering av koefficienter ger

3 =A+B :
Ekvationssystemet ger A = —1 och B =4.
5 =B—-A

Integralen kan nu skrivas om och 16sas:

1 4
/3"”5@::/ - + dr = —ln|z + 1| +4ln|z — 1|+ C.
2 -1 r+1 =x-1

Jfr ex 11.9, 11.10 och 11.11 i kursboken.



ITI. N ar av hogre gradtal an 2.

Faktoruppdela och partialbraksuppdela.

32 +T7x+5
EXQ./ T dr  N=0<z——1.
(x+ 1) (22 + 22+ 2)

Partialbraksuppdelning

322 4+7x+5 A Bx+C
G+ D@2 +2042) 141 24212
A(z? + 22 +2)+ (Bx+ C)(z + 1)
- (z 4+ 1)(2% + 2z + 2)
(A+B)z? + (2A+ B+ C)z+24+C

(x+ 1) (2% + 22+ 2)

Identifiering ger A+ B=3,2A4+ B+C =7 och 2A+C = 5. Systemet har 16sningen
A=1,B=2 och C=3.
322+ Tz +5 1 2z + 3

+ .
(x+1) (2?2 +2x+2) z+1 22+22+2

Alltsa

/ 32+ 7z +5 dr — 1 d:r—i—/ 2z + 3 "
(z+1)(@2+22+2) ) z+1 22+ 2z +2

In| +1|+/ 2r 2 d+/ L4
= 1n|r -~ < axr ———5 ax
22+ 2x +2 1+ (z+1)2

=In|z + 1| + In(2? 4 22 + 2) + arctan(z + 1) + C.



