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Lasanvisningar till Kapitel 8.
Istallet att lasa kap.8 i kursboken kan Du lasa detta.

Maclaurins formel. Formulering:

SATS: Om funktionen f(x) och dess derivator till och med ordning n + 1 &r
kontinuerliga i en omgivning av o = 0 da géller att:

"0 an zn (o
1! 2! 3! n!
Fr Y (e)
dér R, 11(z) = mxnﬂ = 2" A(z) , for nagot ¢ mellan 0 och 2 och dir A(x)

ar en begransad funktion i en omgivning av 0.

Beviset ska lasas forst efter att man har studerat kapitel 10 i kursboken.

Om Du vill kan Du fortsatta pa nasta sidan direkt.

BEvis: (intressant men inte nddvindigt). Ur integralkalkylens huvudsats foljer att:
x

F(@) - £(0) = / Pdt, dvs. f(z) = £(0) + / L f(t) d.

Vi partialintegrerar nu sista integralen dar som primitiv funktion till 1 véljer vi (¢ — z)
(obs: t &r integrationsvariabel och x &r konstant i detta sammanhang). Vi far:

fa) = 10) = [t~ 007 Ol - | =) dr
— 10+ 10 [ (e — ) () de.

Nu upprepar vi partialintegrationen och vi far:

/ 1 2 el ¢ * 1 2 g1
1) = $O+ PO = [5a—ar 0]+ [T Se—o2r i
f 2(0)$2+;/() (t—m)zf’"(t)dt.

Upprepad partialintegration efter samma monster ger:

= f(0) + f(0)z +

"0 zn () (0
f(x) = £(0)+ f(0)x + / 2( ):1;2 + / BE )xg I 70 n‘( )x" + Rpyi1(x),
. (_1)n * n g(n+1)
dér Rp41(z) = o (t—ax)"f (t)dt.
f(n+1)(c)
Man kan visa att R,4+1(z) = mxnﬂ = 2" A(z), dir A(x) &r en begrinsad funktion
n !

i en omgivning till 0.



Taylors formel

Om vi vill approximera funktionen f(z) ien omgivning av en punkt x = a sétter vi g(t) = f(t+a)
och anvénder Maclaurins formel pa g. Vi far

(0 ) (0
o) = f(t+a)=90) + s IO g
; (n)
TP PR O Ll O Se
1! n!
Med t = x — a kan detta skrivas som
; (n)
1@ = f@) + 2 0yt D 0y s B a -0,
déR(—)—M(—)”Hdéﬁ ligger i en omgivning a
r Rpy1(r —a) = CESI] T—a , dar c ligger 1 en omgivning av a.

Entydighet av Maclaurinutvecklingar

SATS Om funktionen f(z) och dess derivator till och med ordning n + 1 é&r
kontinuerliga och om

f() =ao+ a1z + agz® + -+ + apa"™ + 2" B(z),

dar B(z) &ar en begridnsad funktion i en omgivning av 0 da detta utveckling &r
F*0)

Maclaurinutveckling, dvs. ap = I

for k=1,...n.

Om Maclaurinutvecklingar

I kursboken anvénder man Maclaurinutvecklingar sa gott som till approximativa berédkningar av
funktionsviarden. Maclaurinutvecklingar ar ocksa ett viktigt hjalpmedel vid gransberikningar.
Nagra andra tillampningar redovisas nedan.

Extremundersékningar

Om f’(a) = 0 kan funktionen f ha lokalt extremvéirde i a. For det fall att teckenundersékning
av f’ &r svar att gora och att d&ven f”(a) =0 adr Maclaurinutveckling till hjalp.

EXEMPEL 1 Undersék om f(x) = e~*" 4 zsinz har extremviirde for = = 0.

LOSNING: f/(z) = —2ze® +sina + zcosx, och f/(0) =0, dvs. 0 ir en stationir punkt.
Maclaurinutveckling ger:

2 4 3
f(a;)—l—gil+32:!+x6x4(95)+$<$—;+3353(37)> :

dér A(x) och B(x) ar begriansade i en omgivning av 0. Alltsa &r:

4

flx)y=1+ % + 25 (A(z) + B(z)) = 14 2* (; + 22 A(z) + l'QB(l’)) )



Eftersom den sista parantesen gar mot 3 da x — 0, ar den storre 4n 0 i en omgivning av x = 0.

Eftersom dessutom z* > 0 for z # 0 finner vi att f(z) > 1 for alla  # 0 i en omgivning av
x =0. Alltsa har f ett strangt lokalt minimum (=1) for z =0.
O

OVNING
Undersok om
a) f(z)=tanx — arctanx,

b) g(x) = o + cosz
har lokalt extremvarde for = 0.
Svar: a) Ej extremvirde, b) lokalt minimum.
Asymptoter till kurvor
En linje y = kx + m &r asymptot till kurvan y = f(z), om

f(z) =kz+m+r(x)
dar r(x) - 0 da x — oo (eller z — —00).

EXEMPEL 2 Bestam eventuella asymptoter rill kurvan y = /1 + 22.

LOsNING: Det finns inga lodrita asymptoter, eftersom f(z) = /1 + z2 &r kontinuerlig for alla x;
for x > 0 ar

1 1\? 1 Az) 1 Az)
flz) == x2+1=$<1+:ﬁ> =x<1+$2+ o >=x+2x+ 23

1
dér A(z) dr begrénsat for t.ex. — <1, dvs. for z > 1. Eftersom
x

r(z) = S Alz)

2x 3

—0 , dazxz— o0,

foljer att y = x #r asymptot. Aven laget i forhallandet till asymptoten far man besked om: eftersom
1 <1 A(z)
=+

r(@) = z \ 2 2

for dessa x kurvan ovanfor asymptoten. (Man ser forstas direkt att f(x) = vV1+2a2 > Va2 ==z
for alla = >0.)

1
> > (0 for alla tillréickligt stora = (parantesen gar ju mot 3 da r — o0), ligger

Eftersom f ar en jamn funktion foljer att ocksd y = —x &r asymptot
’da x— —o0”.
Svar: y =z och y= —x &r asymptoter.
O
OVNING

Bestam eventuella asymptoter till kurvorna
a) y=aIn <1+i>
b) y = Va3 +22.
Svar: a) m:—lochy:x—%, b) y:x—l—é.
Uppgifter att rdakna:
Testproblemen till kap. 8

OVNINGAR: 84 b,c, 85a, d,8.9,8.10.



Den har sidan kan du hoppa 6ver.

Approximation av integraler (Léses efter kapitel 10, hoppa éver vid forsta genomlésning.)
> dr

1+ a*’

LOSNING: Det gar att bestdma en primitiv funktion, men det &r nagot

omstindigt. Av

2
EXEMPEL 3 Bestam ett narmevéarde {or /
0

1 9 3
T 14tat
1—t R
foljer
T dr 3 3 pl2
— = 1—a2*+28) do — = d
/01+x4 /O( #* +7) do /01+x4x
1 1/1\° 1/1\°
=-—-=(= (=) =R
2 5(2) +9<2>
dar
3 11\
Rde=— (= .00001
0<R</0x T 13(2> < 0.00001,
vilket ger
3 dx
0.493957 < / ——— < 0.493967 .
0 ]."‘33
OVNING

Bestam ett narmevarde for

[SIE

/ e‘x2 dx
0

genom att ta med tre termer och restterm i Maclaurinutvecklingen av integranden.
Svar: Vardet ligger mellan 0.46125 och 0.46146.

Intressant men ej viktigt: e ar ett irrationellt tal — bevis

Nu skall vi visa att talet e ar irrationellt. a
Antag att e ar ett rationellt tal, dvs. att e = 7 dér a och b ar heltal.

Enligt Maclaurins formel ar

TREIE SRS A dir 0<6<1
e= -+ =+...+ = ar .
2 n!  (n+1)!
Lat n > b. Da far vi
P R 1+l+l+ -l-i _
b ‘ o207 ) (n41)

Vénstra ledet har ovan ar ett heltal, ddremot inte hogra ledet (om n > 2),

ef 3
ty 0 < <

(n+1) n+1°
Denna orimlighet visar att antagandet att e &ar ett rationellt tal ar falskt.
e ar ett irrationellt tal.



