Forelasning 1

Kursinformation
All viktig information om kursen ska kunna lasas pa
kursens hemsida

http.//www2.math.uu.se/~rikardo/
baskursen/index.html

Mangdilara

* En "samling" av tal kallas for en mangd.

*Om z tillhdr A skriver videt © € A.

* Om alla element i mangden A ligger i mangden B
skriver vi A C B.

* [a, b] kallas det slutna intervallet mellan a och b
och ar alla tal mellan a och b inklusive a och b.

* (a,b) kallas det 6ppna intervallet mellan a och b
och ar alla tal mellan a och b exklusive a och b.

Absolutbelopp
Absolutbeloppet av x skrivs |x| och kan beraknas
somxomax > 0och —zomzx < 0.

Ett bra satt att tanka pa absolutbeloppet ar som na-
got som tar bort eventuella minustecken och pa detta
satt alltid gor talet positivt.



Brakrakning

Summan av tva kvoter berédknas genom att de forst
satts pa gemensam namnare och darefter summeras
taljarna. Resultatet kan skrivas algebraiskt som

a b ad + bc
ctaT a

Produkten av tva kvoter berdknas genom att tal-
jarna multipliceras ihop och delas med produkten
av namnarna. Algebraiskt skrivs detta som

Kvoten av tva kvoter berdknas genom att man forst
byter plats pa taljare och namnare i det andra braket
och sedan multiplicerar ihop dem. Algebraiskt skrivs
detta som
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Polynom
Ett polynom ar nagot som kan skrivas som summor
av termer pa formen ax™.

v, x12_-72342 17 och 174 =
ar exempel pa polynom.

Det hogsta tal som x upphojs i kallas polynomets
grad.

Konjugat - och kvadrerings-reglerna
Konjugatregeln sager att

(a +b)(a —b) = a® — b°.
FOrsta kvadreringsregeln sager att

(a + b)2 = a® + 2ab + b°.
Andra kvadreringsregeln sager att

(a — b)? = a® — 2ab + b°.



Kvadratkomplettering

Andragradspolynom kan alltid kvadratkompletteras.
Man skriver da polynomet som en kvadrat (eventuellt
multiplicerat med ett tal) plus ett tal (ett eller bada
talen kan vara negativa).

Har ar ett exempel:

°+122-7 = (+6)°—36—7 = (z+6)°—43.

Ett krangligare exempel:

322 — 122 — 7 = 3(z° — 42 — 7/3)
=3((z—2)2—4—-7/3)
=3(x—-2)2-12-7
= 3(z—2)%-19
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Andragradsekvationer
En ekvation som kan skrivas pa formen
ax? +bxr+c=0

kallas en andragradsekvation.

Andragradsekvationer kan l6sas med hjalp av
kvadratkomplettering.

2 +pr+q=0
(z+p/2)% — (p/2)° +q=0
(z+p/2)° =p°/4—q
v+ p/2=+\/p?/4—q
T = —p/2 & \/p2/4 —q
Det sista uttrycket kallas ofta for pg-formeln. De
som tycker det ar krangligt att kvadratkomplettera,

men ar bra pa att memorera formler kan anvanda
formeln istallet.




Rotekvationer

Da man gbér vissa manipulationer med ekvationer
(till exempel kvadrerar bada led) kan man skapa fal-
ska l6sningar. | dessa fall maste man pa slutet kon-
trollera om ens I6sningar ar riktiga eller falska. Ett
allmant tips ar att alltid kontrollera sina I6sningar.

Summasymbolen

Vi infér en speciell beteckning fér att summera manga
saker samtidigt. Notationen sparar plats och foren-
klar att forsta krangliga summor. Vi skriver sa har:

b
fla)+fla+1)+fla+2)+..+f(b) = > f(k)

k=a



Aritmetisk summa

En aritmetisk summa ar en summa av termer dar
skillnaden mellan tva pa varandra féljande termer
ar samma dverallt. En sadan summa kan berdknas
genom ATBn dar A &r férsta termen, B &r sista
termen och n ar antalet termer.

Geometrisk summa

En geometrisk summa ar en summa av termer dar
kvoten mellan tva pa varandra féljande termer ar
samma c'jverallt En sadan summa kan beraknas
genom A=l k 1 , dar A ar forsta termen, k ar kvoten
och n ar antalet termer.
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Induktion

Ett induktionsbevis ar ett bevis dar man anvander
den speciella egenskapen hos heltalen att man kan
komma till alla heltal storre eller lika med ett speciellt
heltal a genom att borja i a och sen lagga till 1 lagom
manga ganger. | sjalva verket bevisar man tva olika
saker i en induktionsbevis:

1. Basfallet: Bevis av pastaendet for det minsta
n (ovan kallat a) som vi vill visa att pastaendet
galler for.

2. Induktionssteget: Bevis for att om pastaendet
ar sant for ett visst n, lat oss kalla detta p, da ar
det ocksa sant fér nasta n, dvs féorn = p + 1.

Det kan vara underlattande att tdnka pa heltalen
som en stege och da visar mani 1 att man kan stélla
sig pa stegen och i 2 att man alltid kan klattra ett
steg uppat pa stegen.



Man kan darfér félja féljande mall i fyra punkter da
man gor ett induktionsbevis:

1. Bevis for basfall, dvs for det minsta n—véardet.

2. Induktionsantagande: Skriv nagot i stil med "An-
tag att "Pastaende om p" galler."

3. Induktionssteget: Bevisa att pastaendet galler
for p+1. Det ar viktigt att tdnka pa att du ska
anvanda induktionsantagandet har.

4. Avsluta med att saga att "Enligt induktionsprincipen
har jag nu visat pastendet fér alla n stérre an
eller lika med (vilket tal det nu kan vara, talet
fran punkt 1)."
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Geometri kan beskrivas med algebra

Man kan anvanda algebra for att beskriva enkla ge-
ometriska figurer. Man infér da ett koordinatsystem
och om vi kallar de tva koordinaterna x och y skriver
man sen upp en ekvation (eller olikhet) i = och y dar
en lésning (x, v) till ekvationen motsvarar en punkt
pa kurvan.

Linjer
En linje beskrivs av ekvationen
y = kx 4+ m,

dar k ar linjens lutning och m bestams av att linjen
skar y—axelni (0, m).

En linje genom punkten (x1,y1) med lutningen k
beskrivs av

y—y1 = k(z —2x1).

Lutningen
Lutningen mellan tva punkter (z1,vy1) och (x5, yo)
kan beraknas med formeln
p— Y27 U1
ro — I



Avstand

Avstandet mellan tva punkter (x1,y71) och (x5, y>)
kan beraknas med formeln

\/(332 —1)? + (y2 — y1)°.

Cirklar

Alla punkter som ligger pa avstandet r fran punkten
(x1,y1) bildar cirkeln med radie » och medelpunkt
(z1,vy71). Cirkelns ekvation kan skrivas som

(z—21)%+ (y —y2)? =r°



Forelasning 6

Kagelsnitt

Ellipser, hyperblar och parabler kallas gemensamt
for kagelsnitt. Detta ar de kurvor som man kan skara
fram ur en (dubbel-)kon genom ett rakt snitt.

En annan geometrisk beskrivning
Vitar och valjer tva punkter som vi kallar brannpunk-
ter och en linje som vi kallar styrlinje.

e En ellips bildas av alla punkter som har samma
sammanlagda avstand till brannpunkterna.

e En hyperbel bildas av alla punkter som har samma
skillnad mellan avstanden till brannpunkterna.

e En parabel bildas av alla punkter som har samma
avstand till en brannpunkt som till styrlinjen.



Algebraisk beskrivning

Vi valjer koordinaterna sa att brannpunkterna har
samma x— eller y—koordinat respektive att styrlin-
jen ar parallell med z—axeln.

En ellipsen beskrivs av ekvationen

(x —x0)? | (y—v0)? _
a2 T b2 =1

Har ar (xzg, yg) ellipsens medelpunkt och a och b ar
ellipsens utstrackning fran medelpunkten i x— resp.
y—led.

En hyperbel beskrivs av ekvationen

(x—20)* (y—wo)* _ 1
a? b2 -

En parabel beskrivs av ekvationen

y = ax? + bx + c,
vilket kan kvadratkompletteras till

y —yo = a(z — z0)~.
Har ar (xg,yo) parabelns "vandpunkt", dvs antin-

gen dess lagsta eller hogsta punkt, och a beskriver
hur fort parabeln vaxer eller minskar.
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Funktioner

En funktion f &r nagot som for varje x man stoppar
in i funktionen sa far man ut ett varde. Samma =«
ger alltid samma varde och vardet brukar betecknas
med f(z). Allade x som man far stoppaini f kallas
for f :s definitionsmangd och alla f :s varden bildar
tillsammans f :s vardemangd.

Forflyttningar

e y = f(x — a) motsvarar kurvan y = f(x) flyt-
tad a steg till hoger.

e y = f(x) + a motsvarar kurvan y = f(x)
flyttad a steg till uppat.

e y = f(x/b) motsvarar kurvany = f(x) férstorad
b ganger i z—led.

e y = bf(x) motsvarar kurvany = f(x) férstorad
b ganger i y—led.



Trigonometri

Vi definierar sinus, cosinus och tangens genom

. a
sinv = —
C
b
COSv = —
C
a
tanv = —
b
for vinklar v < 90°.
Observera att detta ger
Sinwv

tanv =

cCosv



Sinus, cosinus och tangens kan generaliseras pa ett
naturligt satt till alla vinklar (dvs inte bara spetsiga
vinklar) pa féljande satt:

Vi sager att cos v och sin v ar x— resp. y—koordinat
till den punkt pa enhetscirkeln som bildar vinkeln v
med x—axeln.

(0, 1)
(coswv,sinv)

(1,0)




Vi definierar nu tangens genom
Sinwv

tanv = :
COSv




Forelasning 8

Trigonometriska formler
Sinus och cosinus ar periodiska med perioden 2,
dvs det galler att

sin(zx + 27n) = sinx
och att
cos(x + 2mn) = Cosz,

for alla heltal n.

Trigonometriska ettan sager att

2

sinQa:—l—cos r=1.

Cosinus uppfyller att
cos(—x) = cosx

(detta kallas att cosinus ar en jamn funktion) och
sinus uppfyller att

sin(—x) = —sinx

(detta kallas att sinus ar en udda funktion).



Det galler att
cos(w/2 —x) =sin
och pa samma satt ar ocksa

sin(w/2 —x) = cos.

Sinus och cosinus fér dubbla vinkeln ges av
sin(2x) = 2sinx Cosx

och

2 2

cos(2x) = cos“x — sin“ x.

Det finns ocksa formler for cosinus och sinus av
x + y och x — y. Exempelvis ar

cos(x —y) = CcoSx Cosy + sinxsiny.

Inversa trigonometriska funktioner
Den vinkel 0 < v < 7 som uppfyller att cosv = =
kallas arccos .

Den vinkel —7w/2 < v < «/2 som uppfyller att
sinv = x kallas arcsin x.
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Komplexa tal
Vi later 7 beteckna ett tal, kallat den imaginara en-
heten, sadant att i2 = —1.

Alla tal z som kan skrivas som z = = + 1wy, dar «
och y ar reella tal, kallas for komplexa tal.

x kallas for realdelen av z, skrivet Re(z).
y kallas fér imaginardelen av z, skrivet Im(z).

Om vi byter tecken pa imaginardelen far vi konju-
gatet till z, skrivet z. Med andra ord ar

z=x — Y.
En kvot mellan tva komplexa tal férenklas genom att

man forlanger kvoten med konjugatet till namnaren
och sedan anvander konjugatregein.



Samband mellan komplexa tal och geometri
Man kan representera z = = + iy som en punkt i
(x,y)—planet och detta ger en koppling mellan ge-
ometri i planet och rakning med komplexa tal.

Avstandet mellan origo och z kallas for beloppet av
z, skrivet |z|. Med andra ord &r

2] = /22 + 42

Vinkeln ned till x—axeln kallas for argumentet av z,
skrivet arg(z).

Sats 1 Da man ska berédkna beloppet av z - w kan
man istallet berakna beloppet av z och beloppet av
w multiplicera ihop dessa.

Sats 1’ Det géller att |zw| = |z||w|.
Sats 2 D4 man ska berdkna argumentet av z - w
kan man istallet berakna argumentet av z och argu-

mentet av w addera ihop dessa.

Sats 2’ Det géller att arg(zw) = arg(z) +arg(w).
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Sats 1 Da man ska berédkna beloppet av z - w kan
man istallet berakna beloppet av z och beloppet av
w multiplicera ihop dessa.

Sats 1’ Det géller att |zw| = |z||w|.

Sats 2 D4 man ska berdkna argumentet av z - w
kan man istallet berakna argumentet av z och argu-
mentet av w addera ihop dessa.

Sats 2’ Det géller att arg(zw) = arg(z) +arg(w).

Anvander man Sats 2 pa z = cosu -+ isinwu och
w = COSv —+ 7sinwv far man additionssatserna for
sinus och cosinus.

Om vi later z = r(cos 8 + isin @) sa sager dessa
satser att
2" = r"(cos(nf) + isin(nbh)),

detta brukar kallas de Moivres formel (med » = 1).



Binomiska ekvationer
En ekvation pa formen z"™ = a kallas en binomisk
ekvation.

Man I6ser en binomisk ekvation genom att skriva
vansterled (anvand de Moivres formel) och hogerled
pa polar form och sedan identifiera belopp och ar-
gument.

Exempel
22 = —; skrivs p& polar form som
r?(cos(20)+isin(20)) = cos(—n/2)+isin(—x/2).
Darfor ar

r° =1och20 = —7w/2 4 27n,
dar n ar ett heltal.

Dettagerr =10ch0 = —n/4 4+ mn, n € Z.

Alltsa ar
. 1
z = cos(—n/4) +isin(—n/4) = NG
eller
. 1 i
z = cos(3n/4) +isin(3n/4) = 7 + 75



Andragradsekvationer
Andragradsekvationer |0ses i fOljande steg:

1. Kvadratkomplettera, du far typ (z 4+ 2 +i)? =
7 4+ 3.

2. Skriv talet som kvadreras som a + ib, dar a och
b arreellatal. | dettafallarz+ 2+ 7 = a + 7b.

3. Utveckla kvadraten igen, och identifiera real och
imaginardel. Du far ett ekvationssystem pa for-
men

{ a2—b2 =7
2ab =3

4. Los ut b ur andra ekvationen och stoppa in i
fOrsta ekvationen, multiplicera hela denna ek-
vation med a?2.

5. Satt t = a2. Var ekvation &r nu en andragrad-
sekvation i ¢, 10s den.



6. Bara en av de tva lésningarna uppfyller att ¢ >
0 kasta bort den andra for vi vet att t = a2 &r
positivt (eller noll).

7. Lds utvad a ar (tva l6sningar) och anvand sedan
den andra ekvationen i ekvationssystemet for
att bestamma b (ett for varje a).

8. L&s ut fran punkt 2 vad z ar.
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Multiplikationsprincipen

Multiplikationsprincipen sager att det totala antalet
mojliga utfall av ett antal upprepade val ar produkten
av antalet valmojligheter i varje steg.

Vi bryr oss om ordning
Man kan med hjalp av k olika tecken skriva k™ olika
ord av langd n om man far ateranvanda bokstaverna.

Far man bara anvdnda dem en gang blir det istallet
k(k—1)(k—2)...(k—n+ 1) olika ord av langd n.

Som specialfall av detta kan ndmnas nar £k = n.
Orden kallas da fér permutationer av de k tecknena
och det finns k! sadana.



Vi bryr oss inte om ordning
Om man ska valja k olika saker av totalt n stycken
saker och inte bryr sig om ordningen kan detta val

gbra pa
n\ n!
k) kl(n—k)

olika satt.

Binomialsatsen

(CL—I—b)n — zn: (Z) akbn—k

k=0
eller om man sa vill

(a +b)" = a" + (Z’) a"1p + (g) a" " 2p2 + ..

_I_ ( n )Gan—Q _I_ < n )abn—l _|_bn
n n



Forelasning 13

Polynom
Ett uttryck pa formen

p(x) = anx™ + an_lzcn_l + ...+ a1z + ag

kallas ett polynom av grad n.

Man kan dela polynom med varandra, man far da
ett nytt polynom plus en rest. Resten har /agre grad
an det man delade med.

Exempel

p1(z) _ r(z)
po(x) po(x)’
har ar q(x) det polynom vi far och r(x) beteck-
nar resten. Resten ar ett polynom av lagre grad an

p2(x).

q(z) +

FOr att utfora divisionen kan man anvanda liggande
stolen eller andra metoder i stort sett precis som
vanligt.



Faktorsatsen

Polynomet p(x) har nollstallet x = a om och endast
om x—a ar en faktor i p(x), dvs om p(x) kan skrivas
som

p(z) = (z —a)q(x)

fér nagot polynom ¢(x).

Faktorsatsen sager att de tva problemen

1. Faktorisera p(x).

2. Lds polynomekvationen p(x) = O.

| sjalva verket a&r samma problem. Kan man I6sa det
ena har man samtidigt |0st det andra.
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Algebrans fundamentalsats
Varje polynom av grad minst 1 har minst ett kom-
plext nollstalle.

Foljdsats 1
Ett polynom av grad n har n olika nollstallen (kom-
plexa och raknade med multiplicitet).

Annorlunda formulerat:
En n :tegradsekvation har n olika I6sningar.

Foljdsats 2
Ett polynom kan alltid faktoriseras som en produkt
av (komplexa) forstagradspolynom enligt

p(z) = k(z —a1)(z —az)..(z —an), (1)

dar k ar koefficienten framfor ™ och aq,ano, ..., an
ar polynomets nollstallen.



Polynom med reella koefficienter

Lat p(x) vara ett polynom med reella koefficienter.
Om « ar ett nollstélle till p(x) sa ar aven « ett noll-
stalle till p(x).

Man kan alltsa para ihop de icke-reella nollstéallena
till p(x) i par dar de tva nollstéllena &r konjugatet till
varandra.

Om man multiplicerar ihop x — o och x — & far man
ett polynom med reella koefficienter. Man kan darfor
alltid faktorisera ett reellt polynom i reella polynom,
gor sa har:

Faktorisera forst p(x) med hjalp av komplexa férsta-
gradspolynom (se (1)) och multiplicera sedan ihop
de komplexkonjugerade faktorerna.
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Potenser
Foljande rakneregler galler for potenser:

a®q¥ = %Y

(a")¥ = o

(ab)® = a®b”

Nar finns a*?
Man kan bara tala om a* om minst ett av dessa tva
galler:

1) = ar ett heltal.
2) a > 0.

Roten ur o
al/™ dar n ar ett positivt heltal, kallas n :te-roten ur
a och skrivs {/a.

Speciellt &r a1/2 = |/, uttalat roten ur a. Observera
att roten ur uppfyller potensreglerna.
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Logaritmer
Lat a > O vara ett givet tal. Om b > O finns det finns
precis ett tal = sa att

a’ = b,

vi kallar detta tal log(b) (a—logaritmen av b).

%log(b) ar alltsa det tal man ska upphdja a med for
att fa b.

Observera att logaritmen bara ar definierad (har be-
tydelse) for b > 0 eftersom a® alltid ar stérre an noll.

Speciella logaritmer
Historiskt sett har 10—logaritmen haft stor betydelse
och darfor har den en speciell beteckning namligen

I9(x).

Numera anvands framst logaritmen med bas e, den
sa kallade naturliga logaritmen, In(x).



Rakneregler

De rakneregler for potenser som vi gick igenom sist

kan oversattas till rakneregler for logaritmer. Motsvarande
rakneregler blir

“log(zy) = *log(z) + *1og(y)

%|og (3) = %log(z) — “log(y)
Yy

“log(z") = r?log(x)

Man kan ocksa byta bas fér en logaritm Iatt genom
att anvanda formeln

“log(x)
a = :
Ofta anvander man In(x) och da blir férstas bytet
YNog(x) = In(z)




