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Skrivtid: 09.00 — 14.00. Tillatna hjdlpmedel: Manuella skrivdon och bifogade formler. Lésning-
arna skall vara forsedda med motiveringar. Varje uppgift ar vard 5 poédng. For betygen 3, 4, 5
krédvs minst 18, 25 respektive 32 poang. Paborja varje uppgift pa nytt papper och skriv endast
pa papperets ena sida.

1. Bestam, om de existerar, gransvardena

(a) Tim sinz — In(1 + x)

I ( 2 AT )
lim T cos 20 (b) Jim. \/n + 3n \/n +n

2. Berikna integralerna

4 s :
a Va2 —4dy, b In w dz.
(a)

9 o T —sinx

3. Los differentialekvationen zy’ + 2y = e~ for x > 0. Bestim sirskilt den 16sning for vilken
y(1) = 0.

4. Lat D vara det begridnsade omrade i férsta kvadranten som avgrénsas av kurvorna y = 3z
och y = z2. Bestdm volymen av den kropp som uppstar da D roterar kring y-axeln.

5. Bevisa att In(1 + 2z) > 22 — 222 da z > 0.

(z —1)°

6. Rita kurvan y = 5—— med angivande av eventuella asymptoter och lokala extrempunk-
x

ter.

7. Avgdr om nagon av serierna

> n+1 /1 1
s b . &in——
@ YAt ) Y (o -sinr)
n=1 n=1
divergerar.
8. I en punkt pa kurvan y = —Inx, i forsta kvadranten, dras tangenten. Denna bildar till-

sammans med koordinataxlarna en triangel i forsta kvadranten. Vilken ar den storsta area
som denna triangel kan ha?



Svar till tentamen i Endimensionell analys 2003-02-17

_C— e’ i 11— el=e’
3. y= 972 respektive y = e
27
4. ?T(

6. Lodrat asymptot i « = 0. y = x — 3 &r (sned) asymptot i bade 400 och —oo. Strikt lokalt
maximum (= —27/4) iz = —2.

7. Bada serierna ar konvergenta.

8. Maximala arean &r 2/e
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Losning till problem 1. (a) Med Maclaurinutveckling fas

2224 0(2%)  140(x) 1
J@) = 50 o) ~1v0w) &

da z — 0.

(b) Genom forlangning med konjugatkvantiteten fas:

(n*+3n) — (n*+n) 2n 2

= = — -1
V2 +3n+vn2+n  Vn24+3n+vn2+n  \/1+3/n++/1+1/n
da n — oo.

Losning till problem 2. (a) Genom substitutionen v = /22 —4, = u? = 22 — 4, udu =
x dx far vi

r=4 u=+12
/ x\/:v2—4d:v:/
=2 u

uudu = [u3/3]zza/ﬁ = 4V/12 =8V3
=0

(b) Da integranden ar udda

m—sinx
foljer direkt (av symmetriskal) att integralen &r lika med 0.

Losning till problem 3. P4 normalform blir ekvationen 3 + (2/z)y = e_$2/:c. Den inte-
grerande faktorn ar darfor e = 2% = 2.
d

Efter multiplikation med denna fas ekvationen
— [xzy] = 2e® som har l6sningen
dx

C—e®
$2y=/1‘€_x2d$201—€_x2/2 dvs yzie.

Day(l)=0farvi0=C —

1—z2

1—
el dvs C =1/e. Alltsa y = 2:3:2

Lo6sning till problem 4. Lat den sékta volymen vara V. Med hjilp av rorformeln far vi
3 3
V= / oz (3x — x°) dx = 27r/ (322 — z
0 0

Losning till problem 5. Lat f(z) = In(1 + 2z) — 22 4 22°. Vi ska visa att f(z) > 0, da z > 0.

) dx = 2r [2° — 1'4/4]2 = 27Tm/2.

For derivatan galler att

2
f’(m) 2 8x

= —2+4x = > 0,
11o: “T¥ =112

da x > 0. Funktionen &r alltsa strangt vixande da > 0. Men da f(0) = 0 betyder detta att
f(x) >0,daz > 0.



Losning till problem 6. Lat f(z) = 27 %(z — 1)® (kurvan har alltsa ekvationen y = f(z)). Vi
ser direkt att = 0 ar lodrat asymptot. Av likheterna

3 2
-3 3z —1 3r—1
T xr° + 3x e 34 T

2 2

fz) =

framgar att y =  — 3 &r (sned) asymptot i bade +o00 och —oo (ty f(z) —2z+3 — 0 da z — £00).
Vad galler derivatan har vi

flx)=32"%(z-1)* =223z -1 =232 -1)%*x+2)=0

did z = 1 eller x = —2. For positiva z # 1 ir dock f/'(z) > 0 sd& * = 1 &r en terasspunkt. I
x = —2 ar derivatans teckenvéxling 4+0— sa dar har vi strikt lokalt maximum
.. . . n+1 . .1
Lo6sning till problem 7. (a) Lat a,, = 3o och b, = —;. For stora n ir bade a, och b,
n3 —2n n

positiva. Dessutom géller att a,, /b, — 1 da n — oo. Da Z b, < oo drar vi, med hjalp av

kvotvarianten av jamforelsekriteriet, slutsatsen att Z a, konvergerar.

1 1 1
(b) Lat hér a,, = — — sin — och b, = ——=. Bade a,, och b, &r positiva. Med hjilp av

McLaurin far vi

1 1 1 L0 1 1 L0 1

a, = — _— _ g [
"yn vn o 6nyn n?y/n 6ny/n n2y/n

varav framgar att a, /b, — 1/6 dan — co. Aterigen medfor kvotvarianten av jamforelsekriteriet

att Z a, konvergerar.

Losning till problem 8. Kurvan har i punkten (¢, —Int) (0 < t < 1) tangentlinjen y = —Int—
(1/t)(x —t) = —Int 4+ 1 — x/t. Denna skér axlarna i x = t(1 — Int) respektive y = h =1 —Int.
For arean (A) hos den triangel vi skall undersoka géller dérfor

f(t)=24=t(1-Int)?, 0<t<Il.

Vi deriverar f(t) och far f'(t) = —(1 —Int)(1+1nt) = 0 da t = 1/e, med teckenvixlingen +0—.
Maximala triangelarean &ar darfor f(1/e)/2 = 2/e.



