UPPSALA UNIVERSITET Prov i matematik

Matematiska institutionen Teknisk fysik
Fredrik Dahlgren Envariabelanalys
2007-11-05

Skrivtid: 13:15 — 15:15. Inga hjalpmedel ar tillatna. (En formelsamling finns pa baksidan
av duggan.) Varje korrekt lésning dr vérd 5 poédng. 10 — 14 poédng pa duggan motsvarar
en godkiand uppgift pa den ordinarie tentan. 15 — 20 poang pa duggan motsvarar tva
godkanda uppgifter pa den ordinarie tentan. Losningarna ska vara férsedda med nog-
granna motiveringar. Lycka till!

1. Bestam foljande gransvarden, om de existerar.

(a) ulLI(I)lJr uln o

.1 —cosmw
(b) lim 5

w—0  sin“w

2. Berikna 3’ om

_ In(sinx)

(a) y=

(b) y=2%sinzlnzx

(c) y=y/22 =z

(d) 7a*y? — cos(zy) =0

COS T

3. Lat f(z) = gi

(a) Bestdm eventuella kritiska punkter till f.

(b) Bestam eventuella asymptoter till kurvan y = f(z).
(c) Skissa grafen till f.

4. Lat f(z) = e'™® — z. Visa att f #r inverterbar och beriikna (f~)'(0).

Var god vind!



Trigonometriska formler:
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Maclaurinutvecklingar:
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Losningar till dugga i Envariabelanalys 2007-11-05

Losning till problem 1.

1
(a) Vihar lim uln — = lim uln(u™?) = lim —2ulnu = 0 eftersom lim ulnwu = 0.
u—0+ U u—0+ u—0+ u—0+
1- 1—(1— =2+ O(w!
(b) Maclaurinutveckling ger iig%) ﬁ = iig%) ( W (2)(w3))2< ) =

P2 0wt T4 O0w?) w?
lim = lim -—=>-—u - =

w—0 w2(1+ O(w?))? w0 (1+O0(w?)?2 2

Losning till problem 2.

1 . . )
—~— .cosxcosz — In(sinz)(—sinzx 1 In(sinz) tan x 1
cos?x sinz CcoS T sin z

In(sin x) tan® z).

97 i .
(b) ¥ =2"In2sinx In 242 cos x In z+ PRE _ge (ansinxlnw—l—cosxlnx—l— smx)
x x
, 1 1 x 1 T

T TR wave v YRk

423 — 2\/T
(d) Implicit derivering ger 2rxy*+2nz*yy +sin(zy) (y+ay') = 0sd (2rz’y+x sin(zy))y’ =
—2mxy* — ysin(xy) och

, —2may® —ysin(zy)  2mxy® + ysin(zy)

- 2maly 4 wsin(zy) 272y 4 wsin(ay)’
Losning till problem 3.
(VT 1) —gaWe+ ) —g 1
(a) Vihar f'(x) = Ve VT = ve <0

(Vo —1)? (Ve-12  Vr(Vr—1)

for alla z > 0. Det foljer att f inte har nagra kritiska punkter.
(b) Vi har lir{1 f(z) = —o0 och lir{lJr f(z) = oco. Alltsa ar linjen x = 1 &r en
vertikal asymptot till kurvan.

Vi har dessutom lim f(z) = 1 sa linjen y = 1 &r en horisontell asymptot till kurvan.



(c) For att skissa grafen noterar vi att f(0) = —1. Eftersom derivatan &r negativ for
alla x > 0 och 1iI(I)l+ f'(z) = —oo sa maste vi ha en inflektionpunkt i intervallet

(0,1). Grafen har alltsa foljande utseende:

A
+10

Lésning till problem 4. Derivatan av f ges av f'(x) = —e'"*—1. Det foljer att f'(z) < 0
for alla x, sa f ar stringt avtagande. Alltsa ar f ett-till-ett och inverterbar. Vi har

Eftersom f1(0) =2 <= f(r) =0 <= o =1#r f1(0)=1. Da f(1) = -1 -1 = -2,

sa har vi
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