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1. Bestäm följande gränsvärden:

a) lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
b) lim

x→∞

2x 3x + (lnx)3

(6x + 1)3x + x19

2. a) Derivera f(x) =
(
sin
√

7x
)3.

b) Bestäm tangenten till kurvan y3 = 8 + x e2y i den punkt p̊a kurvan där x = 0.

c) Derivera f(x) =
(

1 +
1
x

)x

.

3. L̊at

f(x) =
|x2 − 4|

x
.

Ange definitionsmängd, eventuella asymptoter och extrempunkter för f . Skissera därefter
kurvan y = f(x).

4. L̊at

f(x) = x− 1 + arctan
(

1
x

)
, x > 0.

Visa att f är inverterbar och beräkna (f−1)′(π/4).



SVAR

1. a) Med hjälp av macLaurinutveckling:

lim
x→1

( x

x− 1
− 1

lnx

)
= lim

u→0

(u + 1
u

− 1
ln(1 + u)

)
= lim

u→0

(1 + u) ln(1 + u)− u

u ln(1 + u)

= lim
u→0

(1 + u)(u− u2

2 + O(u3))− u

u(u− u2

2 + O(u3))
= lim

u→0

u2

2 + O(u3)
u2 + O(u3)

= lim
u→0

1
2 + O(u)
1 + O(u)

=
1
2
.

b) Bryt ut och förkorta bort den snabbast växande termen:

lim
x→∞

2x3x + (ln x)3

(6x + 1)3x + x19
= lim

x→∞

x3x (2 + (ln x)3

x3x )

x3x (6 + 1
x + x18

3x )
=

1
3

.

2. a) f ′(x) = 3 sin2
√

7x · cos
√

7x · 1
2
√

7x
· 7.

b) Implicit derivering ger 3y2y′ = e2y +x ·e2y ·2y′, vilket ger y′ =
e2y

3y2 − 2xe2y
. När x = 0

s̊a är y = 2, vilket ger y′(0) =
e4

12
. Tangentens ekvation blir därför y− 2 =

e4

12
(x− 0),

dvs y =
e4

12
x + 2.

c) Efter logaritmering f̊as ln f(x) = x ln(1 +
1
x

), som deriveras:

f ′(x)
f(x)

= ln(1 +
1
x

) + x · 1
1 + 1

x

· (− 1
x2

) = ln(1 +
1
x

)− 1
x + 1

,

vilket ger

f ′(x) =
(
1 +

1
x

)x (
ln(1 +

1
x

)− 1
x + 1

)
.

3. Funktionen är uppenbarligen definierad för alla x 6= 0. Dessutom är f är en udda funktion
(f(−x) = −f(x)) s̊a det räcker att betrakta x > 0. För 0 < x ≤ 2 har vi f(x) =
(4−x2)/x = 4/x−x, varav framg̊ar att kurvan har en lodrät asymptot x = 0 (f(x) → ±∞
d̊a x → 0±). För 2 ≤ x gäller att

f(x) =
x2 − 4

x
= x− 4

x
,

varav framg̊ar att y = x är asymptot d̊a x → ∞. D̊a f är udda har vi samma asymptot
d̊a x → −∞. För derivatan gäller att f ′(x) = −4x−2 − 1 < 0 d̊a 0 < x < 2, medan
f ′(x) = 1 + 4x−2 > 0 d̊a 2 < x. Av detta följer att kurvan har ett strikt lokalt minimum
(= 0) d̊a x = 2, vilket medför ett strikt lokalt maximum (= 0) d̊a x = −2.

4. Funktionen kan omskrivas till f(x) = x− 1 +
π

2
− arctanx. Vi har f(1) =

π

4
och

f ′(x) = 1− 1
x2 + 1

=
x2

x2 + 1
> 0

d̊a x > 0, vilket medför att f(x) är strängt växande för x > 0 och därför inverterbar.
Formeln för inversderivatan ger nu

(f−1)′(
π

4
) =

1
f ′(1)

=
1

1/2
= 2.


