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Lésningar till duggan.

1. f(z) &r kontinuerlig pa det 6ppna intervallet 0 < x < oo. Da li%1+ f(x) = lim f(z) =00
r— T—00

har f(x) ett minsta virde enligt Adams’ Gift. Minimum erhalles i nagon av de punkter
dar f'(z) =1— — antingen inte existerar eller ar lika med 0. Eftersom derivatan existerar
x

overallt och den enda kritiska punkten dr z =1 f6ljer att det minsta vérdet ar f(1) = 2.
. Lat f : R — R vara en funktion. Bevisa de korrekta av féljande pastaenden, och ge
motexempel till de falska av dem.

(a) Om f &r kontinuerlig sa ar f deriverbar.

(b) Om f &r deriverbar sa ar f kontinuerlig.

(c) Om f ér deriverbar si ér f’ deriverbar.

Losning: Eftersom uppgiften ér att bevisa de korrekta av pastaendena, racker det inte
att bara svara ja eller nej pa dem; vi maste &ven motivera svaren. En forutsiattning for
att kunna gora det &r forstas att man kan definitionerna for kontinuitet respektive deriver-
barhet.

En funktion f &r per definition kontinuerlig i en punkt a om och endast om lim f(x) = f(a)
r—a

eller, ekvivalent, om }llir% f(a+h) = f(a). En funktion &r deriverbar i en punkt a om och en-

fla+h) = f(a)

dast om gransvardet lim

h—0

existerar (dndligt). En funktion &r kontinuerlig

(deriverbar) om den &r kontinuerlig (deriverbar) i varje punkt i sin definitionsméngd.

(a) Svar: Falskt. Som motexempel kan vi ta funktionen f(z) = |z|, som &r kontinuerlig
men inte deriverbar i x = 0. Att den inte &r deriverbar kan man visa genom att

jamfora dess hoger- och vénsterderivata i origo. Den ena &r lika med 1, den andra
—1.

(b) Svar: Sant. Vi visar att }Lir% fla+ h) = f(a), givet en godtyclig punkt a € R.

Eftersom f &r deriverbar i punkten a, har vi

i J@t ) = fla) _
h—0 h

for nagot tal L, och det maste vi forsas utnyttja. Betrakta darfor differensen f(a + h) — f(a).

Den ar lika med
fla+h) - f(a)
h
och da ser vi att ndr h — 0, gar f(a+ h) — f(a) mot L -0 = 0 (eftersom den forsta
faktorn i uttrycket ovan gar mot L, och den andra mot 0 da h — 0). Det visar att
}llin%) fla+h) = f(a), sa f ar kontinuerlig i a.

h,



(c) Svar: Falskt. I upppgift 4 finns ett exempel pa en funktion som &r deriverbar
overallt, men vars derivata inte ar deriverbar (inte ens kontinuerlig). Men det finns
dven exempel dar det tydligare syns vad som ”gar fel”. Vi kan anvinda oss av samma
idé som i a)-uppgiften, dvs. att funktionen z +— |z| inte &r deriverbar i origo. Vi
maste da hitta en funktion vars derivata &r x — |z|. Vi kan t.ex. ta foljande.

—2%/2, <0

f(x):{ 222, x>0

3. f(x) &r kontinuerlig pa det 6ppna intervallet 0 < x < 1. Da li%1+f(x) = lir{1 f(x)=0

och f(x) < 0 pa intervallet 0 < = < 1 har f(z) ett minsta virde dér enligt Adams’

Gift. Minimum erhalles i ndgon av de punkter dir f'(z) = Inz+ 1 antingen inte existerar

eller ar lika med 0. Eftersom derivatan existerar 6verallt och den enda kritiska punkten

ir o =e ! foljer att det minsta virdet pa 0 <z < 1 &r f(e ') = —e~ 1. Nu aterstar att

kontrollera andpunkten x = 1. Eftersom f(1) = 0 och funktionen i 6vrigt 4r negativ pa

definitionsméngden finns inget minsta véarde i &ndpunkten utan 0 &r det storsta vérdet.
4. Lat

22%sint  om x>0,
flay={ 2

ar +b om x < 0.

(a) Bestdm a och b sa att f’ existerar 6verallt.

(b) Med dessa val av a och b, ir f’ kontinuerlig?

Losning: Vi behover bara bekymra oss om kontinuitet och deriverbarhet i origo, eftersom
det tydligt syns att f ar bade kontinuerlig och deriverbar i alla Gvriga punkter.

(a) Svar: a = b= 0. For att f ska ha nagon mojlighet att vara deriverbar maste den vara
kontinuerlig. Vi undersoker vilka villkor detta ger pa a och b. Att f &r kontinuerlig i
origo betyder att lir% f(z) = f(0),dar f(0)=a-04+b=h.

xr—

Vi anvénder oss av kramsatsen for att berdkna funktionens hogergransvarde i origo;
absolutbeloppet av sin% ar mindre dn 1, sa vi far foljande uppskattning for = > 0:
|f(z)] = |222 sin 1| < |222 - 1] = |222|. Det #r ekvivalent med

—[22% < 22%sin L < |227),

dér vi forstas kan ta bort beloppstecknen om vi vill eftersom z? aldrig blir negativt.
I vilket fall, s& har vi lim 22 sin% = 0 eftersom bade —2z2 och 22% gar mot 0 da «

z—0+

gar mot 0.

Vénstergransvérdet dr enklare: lirél (x) = 111’61 ax +b=">.
z—0— z—0—

Kravet att f ska vara kontinuerlig ger alltsa att b = 0, eftersom det gemensamma
hoéger- och vinstergrdnsvardet maste vara lika med funktionsvérdet i origo.

Da gar vi vidare till fragan om deriverbarhet. Om f ska vara deriverbar i origo, sa
maste hoger- och vansterderivatan 6verensstamma dar. Observera att dessa definieras

som
lim F0+h) - f(0) , respektive lim F0+h) - 1(0)
h—0+ h h—0— h

och INTE som

. / . . /
xli%grf (x), respektive xli%lff (z).



ah
Vansterderivatan forst: lim 5 = och sedan hogerderivatan:

—0—

) 2hQSin%—a-0 ) 1
lim = lim 2hsin 7 =0.
h—0+ h h—0+

Den sista likheten bevisas med kramsatsen, precis som tidigare. Villkoret for deriver-
barhet i origo ar alltsd att a = 0, eftersom hoger- och vinsterderivatan maste vara
desamma.

Svar: Nej. Enligt kontinuitetsdefinitionen, &r f’ kontinuerlig i origo om och endast
om lim f'(z) = f(0).

z—0
Vi kan berikna f'(x) for z > 0 med produktregeln:

1

xT

1

T

D(22%sin 1) = 4zsin L + 227 cos (_:712) =4zsind —2cos

Den forsta av dessa tva termer har gransviarde 0 da x — 0, men den andra har

inte nagot gransvérde; darfor existerar €] 1iI(I)1+ f'(z). D& existerar forstas inte heller
xr—

liH(l) f'(z), sa i synnerhet kan vi inte ha liH(l) f'(z) = f'(0). Det visar att f’ inte &r

xr— r—

kontinuerlig.

Det kan vara intressant att ladgga mérke till att f:s hogerderivara i origo &r lika
med 0, men att 11%1+ f(x) inte existerar.
xr—



