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1. Sigstam 2008-03-14

Skrivtid: 15.00 — 20.00. Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon och bifogat formelblad. Varje uppgift ar
vard 5 poang. For betygen 3, 4, 5 krdvs minst 18, 25 resp 32 poang. LOSNINGARNA SKALL
INNEHALLA FORKLARANDE TEXT. Om du hade 8 -12 (13 - 20) poang pa duggan skall du
inte rdkna den forsta uppgiften (de tva forsta uppgifterna).

1. Bestam foljande gransvérden

(a) lim V2+r—2—x (b)  lim 32 237 4 (In(e3®))*
z—0 x z—oo (1+ 4x)8% 4 225

B

(a) Lat f(x) = V2sin <%\/§> Bestdm tangenten till kurvan y = f(z) i den punkt déar
=1
(b) Bestdm derivatan av funktionen g(z) = (1 + ﬂz)%

3. Berikna integralerna

16 9
(a) /0 s ;f+ 5 dx (b) /21’ arctan x dx

4. (a) Los differentialekvationen y” + 2y’ +y = 0 (dér y ir en funktion av t).

(b) Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3" + 2y’ 4y = 4¢', som uppfyller begyn-
nelsevillkoren y(0) = 0, ¥'(0) = 0.

5. Berikna volymen av den kropp som fas da omradet som begransas av x-axeln och kurvan
y=Q8—=x ) 0 < x < V8, roterar ett varv runt y-axeln.

3
Lat = 1 .
 f(x) =@+ +x—1+($—1)2

tionsméngd samt eventuella asymptoter och lokala extrempunkter.

*

Rita kurvan y = f(x) med angivande av defini-

7. Undersok konvergensen av foljande serier:

(a) im i:: 5(1—cosl>

8. For funktionen f géller att f(z) = , for x > 0, medan f(x) = ax + b, for x < 0.

Bestam konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig och deriverbar 6verallt.



Losningar till tentamen i Envariabelanalys 2008-03-14

Lo6sning till problem 1. a) Forling med konjugatet till taljaren, och forkorta dérefter med x:

2 2
Man far lim = =1/V2.
z—0 \/2+$+\/2—$ 2\/§ /
b) Bryt ut snabbast viixande term (z - 8") i téljaren och ndmnaren, samt férkorta:

348 3
hmisﬂ:—.

R

Losning till problem 2. a) Man har f/'(z) = \@cos(gﬁ) -%, och tangentens riktningsko-
T
efficient blir f/(1) = % Tangentens ekvation blir y — 1 = g(az —1). Svar: y = gx +1-— %

1
b) Logaritmera g(z), da fas In g(z) = — In(1 + x). Derivering ger:
x

g (x) L L
PRk S v
. 1 In(1+ )
. _ 1/ —
vilket ger Svar: ¢'(z) = (1 + ) (m(l + ) 2 )

Losning till problem 3. (a) Efter substitutionen ¢t = \/z fas integralen

42402 42412t 4y
[y R Ry
0 t24+3t+2 0o (t+2)(t+1) o (t+1)

_ 2/04(1— (til))dt:Q[t—ln]t—kH]i:8—21n5.

3(b) Anvind partiell integration med f' = 2z och g = arctan z:

1

.1+:1:2dx

/ 2z arctan x dz = 2 arctan x — /xz

1
= z?arctanz — /(1 — ) dr = z° arctan z — (ac — arctan :E) + C.
1422

Svar: (a) 8 —2In5.  (b) (14 2?)arctanz — x + C.

Losning till problem 4. (a) Den karakteristiska ekvationen 72 + 2r + 1 = 0 har dubbelroten
r = —1. S lésningarna till ekvationen #r yg = e *(A + Bt) diir A och B #r konstanter.

(b) Ansitt partikulirlosningen yp = Ce’. D& #r yp = yp = yp, och insiittning i ekvationen ger
Cel +2Ce! + Ce! = 4e, vilket medfér att C = 1. Alla 16sningar till ekvationen ges nu av

y=vyg+yp=e '(A+ Bt)+¢.

Villkoret y(0) = 0 ger att A+ 1 =0, dvs A = —1. Derivering ger 3 = ™" (B —A- Bt) + €,
sa villkoret ¢/ (0) =0 ger att B— A+1=0,dvs B=A—-1=-1—-1=-2.
Svar: y =e ! (—1 — 275) + el



Losning till problem 5. Med rorformeln och substitutionen u = 8 — z2, du = —2x da, far vi
=8 u=0 3 0 3
V= / 2z (8 — xQ)%da: = / —rud du = |:—’/T’U,§:| =n-2t =127
x=0 u=8 4 8 4
Svar: V = 12~7.
Lo6sning till problem 6. Funktionen f(x) &r definierad da = # 1. Vi ser direkt att f(x) —
r—1—0daz — 4oo,sa y = x4+ 1 ar asymptot bade da x — oo och da © — —oo. Efter
3 —
omskrivningen f(z) =z + 1+ Lﬂ ar det ocksa uppenbart att f(x) — +oo da z — 1, sa vi
x p—
har den lodrata asymptoten x = 1. For derivatan géller
flle)=1-3x-1)2=-2z-1)3=@@-D3[x-12-3@x-1) -2 = (x—1)32*z - 3)

Vi ser att f/(z) > 0 da z < 1, forutom att f/(0) = 0. Funktionen ér alltsd stringt vixande for
x < 1, med en terrasspunkt i z = 0. Ytterligare giller att f'(z) < 0 for 1 <z < 3, f/(3) =0
och f'(z) >0 da 3 < z. Alltsd har vi ett strikt lokalt minimum d& =z = 3 (f(3) = 23/4). Det
efterfragas inte i uppgiften, men orkar man derivera en gang till sa far man f”(z) = 6z(z—1)%.
Det foljer att f(z) ar strikt konkav ("ledsen”) da = < 0 och strikt konvex ("glad”) da 0 < x.
Svar: Asymptoter: y = x + 1 da * — 400 och lodréit asymptot x = 1. Strikt lokalt minimum
da x =3 (f(3) =23/4).

Loésning till problem 7. (a) For stora viarden pa n har vi

B (2+n2)% B n§(1+2n*2) Nn§ B
T l4n4+n2 n2(l+nl4n2) " n2

n

., a .. . o .. . -
Da b—n — 1 (&ndligt tal) da n — oo och an ar en p-serie med p > 1 foljer att Zan
konv&gerar, enligt jamforelsekriteriet pa kvotform.

1
(b) Med hjilp av Maclaurinutvecklingen av cosx, med x = —, far vi
n

i =nt (1eos D) =t (120 5 o) :Zi(;*o(é)) =, (5+00p)

1
med samma b, som i (a). Denna gang géller att Z—n — 5 (dndligt tal) da n — oo, sa
n

win

E a,, konvergerar.
Svar: Bada serierna konvergerar.

Losning till problem 8. Man ser direkt att funktionen f(z) har kontinuerliga derivator av alla
ordningar for = # 0, sa det récker att bestdmma a, b sd att f blir kontinuerlig och deriverbar i
origo. Genom Maclaurinutveckling av e® far vi

2
f(x):%(l—l—m—l—%—l—O(xS)—l):1—1—%4—0(3:2)

for x > 0. For kontinuitet i origo skall gélla att
b= 1li = li =1
A T = i, 7
Med b =1 = f(0) ges vénster- och hogerderivatorna i origo av

10) = iy B0

I+t rom?)) -1 1
=a, resp. fi(0)= h&%ﬂ 2 h =3

1 1
s& vi har deriverbarhet i origo, med f'(0) = 3 om och endast om a = 3

1
Svar: a = -, b=1.
2



