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Skrivtid: 9.00 — 14.00. Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon och bifogat formelblad. Varje uppgift ar
vard 5 poang. For betygen 3, 4, 5 krdvs minst 18, 25 resp 32 poang. LOSNINGARNA SKALL
INNEHALLA FORKLARANDE TEXT.

1. Bestam foljande gransvérden

(a)

sin3x + xcosx . sindxz 4+ xcoszx
im — (b) im ———————
a—0 e - In(1 + 2x) z—oo €% - In(1 + 2x)

2. (a) Bestdm derivatan till funktionerna f(z) = sin®z, g(x) = sin 2z och h(z) = sin(z?).
(b) Finn ekvationen for tangenten till kurvan 22 + y3 = 6zy i punkten (z,y) = (3,3).

3. Berikna integralerna: (a) / z (Inz)?dx (b) / % dz
1 1 1 +x

4. Bestdm den 16sning till differentialekvationen zy’ =y + 2%sinz  for vilken y(m) = 0.

5. Lat D vara omradet i 1:a kvadranten som begrénsas av kurvorna y = 22 och y = 8 — 22

samt y-axeln (dvs = > 0 och 2 <y<8-— mQ).

a) Berékna volymen av den kropp som uppkommer da omradet D roteras kring x-axeln.

b) Berikna volymen av den kropp som uppkommer da omradet D roteras kring y-axeln.

eventuella asymptoter och lokala extrempunkter.

Rita kurvan y = f(z) med angivande av definitionsméngd samt

7. Undersok konvergensen av foljande serier:

= T +n?+1 VSt nZ+1

n=1

8. En tank har formen av en rat cirkulér cylinder med radie r, pa vilken en halvsfir med radie
r satts som lock, medan botten ar plan. Vilken dr tankens minimala area om dess volym

5
arV = g? (Ledning: Arean av en sfir med radie r ar 4mr2.)

LYCKA TILL!
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1. a) MacLaurinutveckling ger

3z)3 22
5 sin3xz + zcosz 30— { 3!) +0(%) +z (1 -5+ O(x4)
im — " =

- im T
z—0 e®-In(l+42z) 2—0 (1+ 2 + O(a?) (Zac _ 326) + O(w3))
_ dx — 323 — 323 + O(2P)
— 2027 — 222 ¢ O(z?3) + 222 — 222 — 223 + O(2*) + O(3)
4—522+0(x%) 4

= i = - =2
20 2+ 0(22) 2

b) For positiva x géller —1 < sin3z < 1 och —z < zcosz < z, och alltsa —1 — = < sin3z +
xzcosx < 1+ x. Det foljer att

—1—-=z sin 3x + x cosx < 14+
e -In(1+2z) = e*-In(1+2z) ~ e*-In(l+ 2x)

1 1 1
for positiva . Men R _-tr — 0 da x — oo, eftersom e* vixer
e” - In(1 + 2x) e In(l+2z)
mycket snabbare &n alla polynom. Det medfoér att braken till vanster och till hoger gar mot 0.

Tnsti . I sin3x + xcosx
nstangningssatsen ger nu att mli% m =

Alternativ: Bryt ut snabbast vixande: Uttrycket kan skrivas

sin 3z n T COST 1
er er In(1 + 2x)°

Detta uttryck gar mot (04 0)-0=0da z — co. SVAR: a) 2. D) 0.

2. a) SVAR: f/(z) = 2sinz cosz = sin 2z, ¢'(z) = 2 cos 2z och ' (z) = 2z cos(z?).

6y — 322
b) Implicit derivering ger 322 + 3y%y' = 6y + 621/, som kan forenklas till y/ = H Det
y? — 6z
foljer att derivatan i punkten (z,y) = (3,3) ar 3y’ = —1. Tangentens ekvation blir dirfor

y—3=—-1(x—3). SVAR: y =6 — =z.

3. a) Partiell integration ger

e 2 € e 1 2 2 e
/lx(lnx)Qdm = [g(lnx)QL—/l 2lnx-g-%dfc 262—/1 zlnzdx
2 2 € e 2 e 1
= e—([xlnx] —/ 'xdaj>:/ Eal:vzf(GQ—l).
2 2 1 1 X 2 1 2 4
b) Med substitutionen t = z? fas dt = 2z dx och

00 R R2
/ Ldar: = lim * dr = lim 1/ i = lim 1 arctant

R2

1

1 1
= Rh_r}]réO 3 (arctanR2 — arctan 1) = 3 (E — E) = E.

1
SVAR: a) ;(e? — 1), b)g



1
4. Ekvationen ir linjar. Skriv forst ekvationen pa formen i’ — —y = zsinz. En primitiv funktion
x

1 1
till —= &r —In |z|, integrerande faktor blir e~ ™I*l = = Vi behandlar forst fallet 2 > 0. Efter
T X

d (1
multiplikation med integrerande faktor kan ekvationen skrivas Tn ( y> = sin z, vilket ger att
r \ T
1 .
—y = [ sinxzdxr =—cosz + C.
x

Alltsa blir y = —z cosx + Cz. Konstanten C' bestdms begynnelsevillkoret y(7) = 0, vilket ger

1 d (1
att C = —1. (Nar = < 0 ar integrerande faktor = ——, och vi far e <y> = —sinz, dvs
T T

samma som for x > 0). SVAR: y = —x(1 4 cos x).
2 2
5. a) Skivformeln ger V, = / m[(8 — 2%)% — (2?)?] dx = 1671/ (4 — x*) dx = 2567/3.
0 0

2 2
b) Roérformeln ger V,, = / 2rx[(8 — x%) — 2?) dx = 47r/ (42 — %) dx = 16m.
0 0

6. Funktionen &r udda. Av omskrivningen f(z) = x + 2x 1 framgar att f(z) —xz — 0 da
x —_

|| — oo och |f(x)| — oo da x — £1 sa y = = &r sned asymptot da x — foo och z = +1 &r

lodriita asymptoter. For derivatan géller f'(z) = 2%(2* —1)"%(z? =3) =0daz = —V3, 2 =0

och z = V/3. Teckenvéxlingarna hos derivatan visar att det &r fragan om en lokal max-punkt,
en terrasspunkt respektive en lokal min-punkt.

5 5 1 1
SL, bn = SL, Cp — 173" dn = —. Da CLn/Cn — 1 och
VvnT+n?+1 Vnb+n?+1 nt/ n

bn/d, — 1 da n — oo ger kvotformen av jamforelsekriteriet vid handen att Z a, konvergerar

medan Z b, divergerar (ty Z cn, konvergerar medan Z d,, divergerar).

7. Lat a, =

8. Lat cylinderns hojd vara k. Vihar da V = mr?h+2nr® /3 = 51/3 och A = 7r?4-2wrh4-2mr? =
3nr? 4 2nrh.  Elimination av h ger f(r) = 3A/m = 572 + 10/r som skall minimeras. DA
f'(r) =10(r*> =1)/r* = 0 da r = 1 (med teckenvixlingen —04) inser vi att minimala arean &r
Amin = 7f(1)/3 = 5.



