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LOSNINGARNA SKALL INNEHALLA FORKLARANDE TEXT.

1. Bestam foljande gransvarden

m+62x_€3$ ] m_|_€2:v_€3$
I (b) M 3+ e27 _ b
z—0 3T + e=F — e z——o0o Jx + e*¥ — e>%

(a)

2. (a) Derivera funktionerna f(z) = v/1+ 22 och g(z) = 1 +xl .
nx

(b) Bestdm minsta virdet hos funktionen h(x) = z*, x > 0.

3. Berakna integralerna

sin/x !
(a) / \/_[ dz (b) /0 (32% + 1) arctan x dz

4. Bestim den 16sning till differentialekvationen y' + 2zy = 22> som uppfyller begynnelse-
villkoret y(0) = 0.

5. Lat D vara omradet som ges av 0 < y < x > 1. Berdkna volymen av den

z2(x? + 1)
kropp som fas da omradet D roteras runt y-axeln.

(22 + 2 +2)?
23
eventuella asymptoter och lokala extrempunkter.

6. Skissera kurvan y = i dess huvuddrag, med angivande av definitionsméangd,

7. Undersok konvergensen av foljande serier:

(2) Z:ln—i\—/lr_fan (b) zjlflﬁ—l\{ﬁlnn

8. Kurvan y = f(z) ligger i forsta kvadranten, och ar sadan att fér varje a > 0 géller att
tangenten i punkten (a, f(a)) skér y-axeln i punkten (0, 2af(a)). Vidare galler f(1) = 1.
Bestdam funktionen f.
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2. "(2) = — h ¢(z) = ———.

@ @)= b @) =

(b)  Minsta virdet &r h(1/e) = e~ /¢,

m—1

3. (a) —2cosyz+C (b) 5
4. ylx) =2 -1+ e .
5. mln 2.
6. Definitionsméngden ar R\ {0}. Lodrét asymptot: = = 0. Sned asymptot: y = = + 2.
Lokalt maximum —2 i x = —2 och lokalt minimum 57 ix = 3. Kurvan visas i Figur 1 nedan.

20

y 104

(22 +x+2)?

Figure 1: Kurvan y = 3
x

7. (a) Divergent. (b) Konvergent.

8. f(z) = ze?172).
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Lo6sning till problem 1. (a) MacLaurinutveckling ger

. z+er e . 414224222+ 0(2%) — (1+ 3z + 2% 4+ O(2?))

i o oo —eor — Am %

o—0 3x + e — e’ 2—0 3w + 1+ 2r + 222 + O(23) — (1 + 5z + S22 + O(a?))
-34+0(x) 5

= lim —2——~ = .
z—0 ———|—O( ) 21

(b) Substituera t = —x och forkorta med t:

T+ e?® — 37 . —te M e e te% -2 -1 1
im ———— = lim = lim = —— ==,
v——o0 3r + €2 — 5 im0 =3t e —e¥ im0 34 L -3 3
Lésning till problem 2. a) f/() L 2 <
)= ——— 20 = ——.
& p 2\/11+ac2 V1+ 2?
1-(I+nx)—z-= Inx
Kvotregel ! z = .
votregeln ger ¢'(x) = A ma? AT ma)
b) Logaritmisk derivering: Logaritmera ger Inh(x) = zlnz. Derivera denna likhet med pro-
B 1
duktregeln: h(x)) =Inz+x-— =1+Inz. Alltsd blir A'(z) = 2(1 + Inz). For x > 0
x x
galler

1
W@)=0<=Inr=—-1<=2x="-.
e

1 1
Teckenstudium ger att h'(z) < 0 i intervallet (0, —) och h'(z) > 0 i intervallet (-, 00). Alltsa
e e

1
har h sitt minsta vérde vid = =. Det minsta virdet &r h(1/e) = (1/e)'/°.
e

Losning till problem 3. a) Substitutionen t = /= ger dz = 2tdt och vi far

t
/Sm\/_ T = Sntl S 2tdt = /QSintdt:—QCost—l—C:—2cos\/5—|—C.

b) Partiell integration ger

1 . 1,34 o 1
/ (322 4+ 1) arctan x dx = [(x3+a:)arctanac] —/ 7dac:2arctan1—/ xdx
0 0 Jo 1+22 0
m 22 m© 1 1
SRS WA i R D)
1~ Fh=g g =ar-

Losmng till problem 4. En prlmltlv funktlon till 2z &r 2. Multiplikation med integrerande

faktor e** ger ekvationen d—(ye ) = 22%¢". Vi far (med substitutionen ¢ = 2% och direfter
x
partiell integration)

ye’”2 = / 203¢% dx = |t = :1:2] = /tet dt

= tet—/etdt:tet—et—i—C:et(t—1)—1—026’”2(332—1)—1—0,

vilket ger att y = 2% — 1+Ce ™. Begynnelsevirdet y(0) = 0 ger att C =1, say = 22— 1 te v,



Losning till problem 5. Sokt volym ges av den generaliserade integralen

o0 2 o0 1
/ R 27r/ — dz.
1 2222+ 1) 1 z(x?2+1)

Vi gor forst en partialbraksuppdelning:

1 _é+B$+C_A(3:2+1)+a:(Bx—I—C)
r(z2+1) = 224+1 x(z?2+1)
Detta ger att
A + B = 0 A = 1
C = 0 << B = -1,
A =1 c = 0
varfor
*° 1 > /1 x
2 dr =2 d
7r/1 x(z?+1) o ﬂ/l (a: 332—1-1) o

RERE
EI 1
=27 |[In —— =271 (0— [ —-—=1In2 =mln2.
.’E2+1 1 2
(22 + 2 + 2)?

Losning till problem 6. Sétt f(z) = 3 . Klart da att D(f) = R\ {0}. Vidare
x

klart att f(x) — +oo did * — 07 och att f(z) — —oco dd x — 0. Alltsd &r = 0 en lodrit
asymptot. Genom utveckling av kvadraten i téljaren och termvis division, sa inses vidare att
fx) =242+ p(x), dir p(x) — 0da x — +oo. Alltsa dr y = x + 2 sned asymptot da z — +oo.
Derivering ger

222 +2+2)- 20 +1) 23— (22 + 2+ 2)% - 322

f(x) = 26
(@ +z+2)- 222+ D -3 + x4 2)]
- -
(@t r4+2)a®—2-6) (eP+z+2)(z+2)(z—3)
- ! - ! :

Faktorn 2 4 2 4 2 saknar reella nollstéllen, d.v.s. f/(z) =0 < z = —2 eller z = 3.
Vi har nu underlag for foljande teckenstudium:
x -2 0 3
flx) | + 0 — odef. — 0 +
flz)y | / =2 N, odef. \, 196/27

Grafen till funktionen f visas i Figur 1 ovan.

.. . . n n 1 1 -
Losning till problem 7. Lat a,, = - —1\—/1_1171’ b, = 712-1-%7 Cp = IYER d, = 33 Da géller
A, n 1
— = = —1 n — 00

¢n n4+lnn  1+1Inn/n ’

och
bn, n? 1 1
— = = — 1, n — oo
d, n?2+Inn 1+Inn/n?

Kvotformen av jamforelsekriteriet ger vid handen att Z a, divergerar medan Z b, konvergerar

(ty Z ¢, divergerar medan Z d,, konvergerar).



Losning till problem 8. Vi har tva uttryck for tangentlutningen i (a, f(a)); dels f’(a), dels
fla) —2af(a)

g = (1/a — 2)f(a). En differentialekvation for kurvan y = f(x) ar darfor

dy 1
2 _(Z_9
dx (:L‘ ) Y
Losningen till denna separabla ekvation ges av
d 1
ENCRE
Yy x

Iny=A4+Inz—2r=InB+Inz+lne? =1In (B:ce_2$)
Alltsé har vi y = Bre 2® = f(z), 1 = f(1) = Be 2, f(z) = ze?(17%).



