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1. Bestäm följande gränsvärden

(a) lim
x→0

arctan 6x
ln(1 + 4x) + sin 2x

(b) lim
x→∞

ln
((

e
√
x
)7x
)

+ x · 3−2x

√
x(2− 8x) + x2/3

2. (a) Derivera funktionerna f(x) = cos2 x, g(x) = cos 2x och h(x) = cos x2.
(b) Bestäm en ekvation för tangenten till kurvan x3y − xy2 = y − 4x i punkten (x, y) =

(1, 2).

3. Beräkna integralerna: (a)
∫ e

1

lnx
x2

dx (b)
∫ ∞

0

1
(x+ 1)(x+ 3)

dx

4. Lös differentialekvationen y′′ − 4y = e−2x med begynnelsevillkoret y(0) = −1 och
y′(0) = 1.

5. Bestäm volymen av den kropp som genereras d̊a omr̊adet som ges av 1 ≤ y ≤ 2 cosx
och 0 ≤ x ≤ π

3
roteras kring x-axeln.

6. Rita kurvan y =
√

4x2 + x med angivande av definitionsmängd samt eventuella asymp-
toter och lokala extrempunkter. Ange även var funktionen är växande respektive avtagande.

7. Avgör konvergensen av följande serier:

(a)
∞∑
n=1

n+ 7
3
√
n7 + n3

(b)
∞∑
n=1

(−1)n√
n
.

8. En m̊alarburk har formen av en rät cirkulär cylinder, med radien r och höjden h, försedd
med en plan botten men inget lock. Bestäm den maximala volymen av en s̊adan burk om
dess totala area är A.

LYCKA TILL!!



Svar till tentamen i Envariabelanalys 2009–06–08

1. a) 1. (Maclaurinutveckling) b) −7
8

. (ln-termen i täljaren kan skrivas 7x
√
x.)

2. a) f ′(x) = −2 cos x sin x, g′(x) = −2 sin 2x, h′(x) = −2x sin x2.

b) Tangentens ekvation är y =
3
2
x+

1
2

.

3. a) 1− 2
e

(partiell integration med f = ln x och g′ =
1
x2

).

b)
1
2

ln 3. (Partialbr̊aksuppdelning ger
1

(x+ 1)(x+ 3)
=

1
2
( 1
x+ 1

− 1
x+ 3

)
. Vidare gäller

lim
R→∞

R+ 1
R+ 3

= 1 och d̊a f̊as lim
R→∞

(
ln(R+ 1)− ln(R+ 3)

)
= lim

R→∞
ln
(R+ 1
R+ 3

)
= ln 1 = 0.)

4. y = −
(13

16
+

1
4
x
)
e−2x − 3

16
e2x.

5. Volymen är
∫ π/3

0

(
π(2 cosx)2 − π · 12

)
dx = π

(
π

3
+
√

3
2

)
.

6. Funktionen är definierad för x ≤ −1
4

och för x ≥ 0. Derivatan y′ =
8x+ 1

2
√

4x2 + x
. Derivatans

nollställe x = −1
8

är ej i definitionsomr̊adet, s̊a funktionen saknar kritiska punkter. Eftersom
derivatan finns i hela definitionsomr̊adet saknas även singulära punkter. Teckenstudietabell:

x −1
4

0

y′ − odef +
y ↘ 0 odef 0 ↗

Vi ser att funktionen är strängt avtagande p̊a intervallet (−∞,−1
4

] och strängt växande p̊a

intervallet [0,∞) samt att y har lokala minimum vid x = −1
4

och vid x = 0, b̊ada med värdet 0.

Sned asymptot till vänster: y = −2x− 1
4

. ( lim
x→−∞

y

x
= −2 och lim

x→−∞
(y + 2x) = −1

4
.)

Sned asymptot till höger: y = 2x+
1
4

. ( lim
x→∞

y

x
= 2 och lim

x→∞
(y − 2x) =

1
4

.)

7. (a) Konvergent. (Använd t ex jämförelsekriteriet p̊a kvotform, jämför med serien
∞∑
n=1

1
n4/3

.)

(b) Konvergent. (Använd Leibniz sats för alternerande serier.)

8. Den maximala volymen är V =
A

3

√
A

3π
.

(Ur sambandet A = πr2 + 2πrh f̊as h =
A− πr2

2πr
, vilket ger V som en funktion av r som

V (r) =
A

2
r − π

2
r3, 0 ≤ r ≤

√
A

π
. Derivatan V ′(r) =

1
2

(A − 3πr2) har nollställe d̊a r =

√
A

3π
.

Med t ex teckenstudium visas att detta är en maximipunkt. Volymen blir allts̊a störst om

r =

√
A

3π
. Observera sedan att för detta r-värde f̊ar vi höjden h =

A− πr2

2πr
som förenklas till

h = r.)


