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SVAR OCH ANVISNINGAR

Tva problem till vilka fullstidndiga l6sningar ska redovisas

1. Definitionsméngden ar z > 0. Nollstélle &r 2z = 1/e. Vertikal asymptot dr y-axeln dar

lim y = —oo. Horisontell asymptot #r y = 0 dir lim y = 0+ . Derivatan 3/ = ——nz
r—0+ r—00 x
som har det enda nollstéllet « = 1. Detta tillsammans med asymtoterna ger att f(1) =1
2Inx —1

ar funktionens storsta virde enligt Adams gava. Andra derivatan 3’/ = ———— =

3
x
In 1’2 -1 .. . . o " T .
=——5—=0frz= Ve som ger en inflexionspunkt da 3" har teckenviixling hér.
x

. Volymen ar

1
Vi beréiknar/ 2"t n 2 da.
0

= —o0. Da k # —2 anvander

1 1
1
Om k= -2 blir/:nk+1lnxdx:/ Mdac:fln%u
o < 0

1
0 2
vi partiell integration och far

1

1 k+2 1 k42 q k+2 1 k+1
/ 2" linzdr = ac Inx —/ x - —dxr = x Inx —/ x dr =
0 k+2 0 0 k+2 X k+2 0 0 k+2
k+2 1 k+2 |1
x T 1
= Inz| — —| dv=—"+——, k> —2.
kE+2 o (k+2)%], (k+2)?

k+2

Vi har speciellt utnyttjat att lim z""“Inz existerar dndligt (= 0) om och endast om

x—04+
k > —2. Hela utredningen visar att volymen ar éndlig endast for k£ > —2 och att
27

V) = G
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1. Taylorpolynomet av grad n for en funktion f(z) kring punkten x = ¢ ar:

/") f"(c) F™(e)

p(fimea) = F@+ /@@ -+ 5@+ @y 4 D ooy
Zle()(a: -
i=0 '

Vi kan berdkna med hjélp av den formeln Taylorpolynomet av grad 4 for f(z) = e och
c =0 pa foljande sétt:
Om f(z) = €%, da galler f™(2) = € for alla n = 1,2, ..., alltsd f(0) = * = 1 for
n =1,2,.... Eftersom vi ocksa har f(0) = e® = 1, kan vi substituera ¢ = 0 och f(z) = e* i
den allménna formeln och fa:

f"(0) f"(0)

p(e®,4,0,z) = f(0)+ f/(0)(x —0) + T(z —0)% + T(SE —0)3 +

2 x3 .1'4

x
= l+etg+g+ g

2. Om (a,,) ar en talfoljd och a,, € R for alla n =0,1,2, ..., da ar

o
Zan:ao+a1+a2+a3+...,

n=0
en formell summa av odndligt manga termer.
n
Lat S, = Z a;. Da kallas S,, den n:te delsumman av serien.
i=0

o0
Man séger att serien Z a, konvergerar om lim S, = S, alltsa om talféljden av delsum-
n—oo
n=0

oo
morna konvergerar mot S € R. Da skriver man E an = S.

n=0
o)
Om lim S, inte ar ett reellt tal, da sdger man att serien Z a, ar divergent.
n—oo
n=0
Om lim S, = 0o, da kan man sédga att serien divergerar mot odndligheten.
n—oo

-Vand-



Hér &r 16sningen klar, men vi ger ocksa nagra exempel:

o0
e serie Z(%)” ar konvergent. Detta dr en geometrisk serie och det géller for delsum-
n=0

1= () e °°
morna att S, =1+ 1+ (3)*+...+(3)" = 1721 "2 2, alltsa Z(%)" =2.
T2 n=0

o
e serie Z n ar divergent mot oandligheten, eftersom
n=0

nn+1) nooo o~
Sn=0+14+2+...+n=—"-"""—" 00, alltsaZn:oo.
2 n=0

o0
e serie Z(—l)” ar divergent (men alltsa inte "mot odndligheten”), eftersom (S,)
n=0

ar divergent (har tva delfoljder med olika gréansvéirden: Ss,4+1 = 0 och Sy, = 1 for
n=0,12,.).

/arctan(ex)dx 0

e(E

Forst utfor vi partiell integration med f(x) = arctan(e®) och ¢'(z) = e™*

(alltsd f/(x) ’

- Jﬁ och g(z) = —e~*). Da far vi:
(&

1

1+ ehdx =)

(= —e " -arctan(e”) +/
For att berdkna den sista integralen, utfor vi substitution 1 4 €2* = ¢, alltsa e** =t — 1
(vilket implicerar att bade ¢ och ¢t — 1 &r positiva och vi slipper absolutbelopp nér vi tar
logaritmen), z = In(t — 1), dz = § - 2A<dt:

—z T 1 1 —
(= —e - arctan(e”) + 3 / mdt =)

1
Nu utfor vi partialbraksuppdelning av m Vi anvander sats 1 pa sidan 371 i Adams.

1 A B
Vi letar efter konstanter A och B sa att for alla t € R\ {0, 1} géller =) =7 + e

Vi berdknar A = lim L = —1och B= lim1 =1.
t—0 1 t—1

OBS. Man kan ocksa berdkna A och B fran ekvationssystemet A+ B =0, —A =1, vilket

man far da man jamfor koefficienterna i polynomen p(t) = 1 och ¢(t) = t(A+ B) — A efter

A B
additionen av — och ——.
t t—1



1 1 1
Nu kan vi anvinda —7 + 1 =1 i integralen:
1 /1 1 1 1 1
(: —e*“'arctan(ez)—i / zdt"‘g mdt = —efz-arctan(ez)—i ln t+§ ln(t—l)—i—C’ =

1 1 1
= —e "-arctan(e”) — 5 In(1+e2*) + 3 20+ C = —e ¥ -arctan(e”) — 5 In(1+e*)+z+C.



4. Fran existensen av andraderivatan i alla x € I foljer att bade f och f’ #r deriverbara
(derivatans definition) och kontinuerliga (sats 1 pa sidan 112 i Adams) i I.
Vi véljer tre skilda nollstéllen till f i I (vi vet att det finns minst tre) och kallar dem for
x1, T2, x3 1 vaxande ordning, alltsd x1 < xo < x3.
Eftersom f &r kontinuerlig och deriverbar i I, dr den ocksa kontinuerlig och deriverbar
i de slutna andliga, intervallen [z, 2z2] C I och [z2,x3] C I. Eftersom alla nédvéndiga
villkor ar uppfyllda, kan vi anvéinda medelvardessatsen (sats 11 pa sidan 133 i Adams) for
f. Enligt satsen finns det ¢; € (z1,x2) och ca € (x2,x3) sa att:

f(x2) — f(21) _ f’(01), f(z3) — f(x2)

Tro — T1 r3 — T2

= f'(c2),

vilket implicerar, (eftersom w1, w2, x3 &ar nollstdllen till f, alltsa f(xz1) = 0, f(xz) =
0, f(z3) =0) att:
fle1) =0, f'(ca) =0.

Eftersom c¢; € (x1,x2) och ¢g € (ze,x3) (alltsa x1 < ¢1 < ma < o < x3) sa géller ¢; # co.
Eftersom andraderivatan ar derivatan till forstaderivatan och forstaderivatan ar kontin-
uerlig och deriverbar i I, kan vi tillimpa samma sats igen, den hir gangen for f' pa det
slutna, éndliga intervallet [c1,c2] C I och fa att det finns ¢ € (¢, c2) sa att

f'(e2) — (1)

C2 — (1

= /"0

och eftersom f'(c1) = 0 och f/(c2) = 0 sa giller f”(c) = 0.
Eftersom ¢ € (c1,c2) C I, har vi da bevisat att f” har minst ett nollstélle i 1.



