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Tva problem till vilka fullstdndiga l6sningar ska redovisas

1. Definitionsmangden &r x > 0. Nollstédlle &r = 1. Vertikal asymptot ar y-axeln dar
lim y = +oo. Horisontell asymptot &r y =0 dar lim y =0+.
x—0+ T—00
1 In? Inz(2 -1
y':2lna:-—2— n2x _ nz( : nx)
x x x

med nollstéllena = = 1 och = = €% Da y(x) > 0 alla z > 0 #r y(1) = 0 givetvis
funktionens minsta virde. Adams gava pa intervallet |1,00[ ger att y(e?) = 4/e? ar
storsta vérdet till hoger om x = 1. For funktionen som helhet ar det dock ett lokalt
maximum.

1 2 1 1 2
y":2-?—21nm-ﬁ—2ln:z:-;—1—2111237-525(11121:—31113:4-1)

Nollstéllena for 3" ges av de x for vilka Inx = . Detta ger inflexionspunkter ty

3+V5
2
y” har teckenvixling hir. Inflexionspunkternas ligen i forhallande till de lokala extrem-

3—5 34+vV5

punkterna ges av att 0 <

1
. Lat I(a) = / x® e dx. Ett 16sningsforslag &r att anvanda Theorem 3 i Adams Ch 6.5,

0
“A comparison theorem for integrals” samt Theorem 2 om “p-integrals” i samma avsnitt.
1
Vi har olikheten 0 < z%™* < z pa intervallet ]0,1]. Eftersom / x*dz &r konvergent
0

for a > —1 ar alltsa I(a) konvergent om a > —1.
1

Vi har dven olikheten z%e™* > e 'z > 0 pa intervallet |0, 1]. Eftersom x%dx ar

0
divergent for a < —1 &r alltsa I(a) da ocksa divergent. Dérmed &r I(a) konvergent
endast om a > —1.
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1. Integralkalkylens huvudsats:
Antag att en funktion f ar kontinuerlig pa ett intervall I och 1t a € 1.

e vi definierar foljande funktion F': I — R:
F(x) :/ f(t)dt.

D4 ér F deriverbar i I och F'(z) = f(z) for alla x € I. Alltsa, F dr en primitiv
funktion till f i I:

d xT

— t)dt = .

= | rwa= @

e om G(z) ér en primitiv funktion till f(z) i I, alltsd G'(x) = f(z) for alla z € I, d&
har vi for alla b € I: ,
/ f(z)dx = G(b) — G(a).

OBS: beviset hittar du i Adams, p. 328.

2. Satserna om konvergens av p-integraler och p-serier:

e satsen om konvergens av p-integraler
Om 0 < a < oo, da:

a)
al~P
o konvergerar mot om p>1
x Pdx p—1
a divergerar mot odndligheten om p < 1.
b)

1-p
@ konvergerar mot a
/ x Pdx 1—-p
0 divergerar mot odndligheten om p > 1.

om p<1

e satsen om konvergens av p-serier

i —p i 1 | konvergerar om p>1
n P = —
oy ~— " | divergerar mot odndligheten om p < 1.

-Vand-



Man kan hérleda satsen om p-serier (bara for p > 0) ur den om p-integraler (ur satsens

forsta del, med a = 1) genom att anvénda integraltestet (sats 8 pa sidan 535 i Adams).
o

oo
Forp > 1o0ch 0 < p <1 jamfor vi p-serier Z L med motsvarande p-integraler / ial:z:.
= 1 2P
Man kan anvénda integraltestet eftersom f(x) = ™" &r positiv, kontinuerlig och avtagande
over [1,00) om p > 0.
For p < 0 ar det nédvéandiga villkoret for konvergensen (sats 4 pa sidan 532 i Adams) inte
uppfyllt for p-serierna, ty nlin;o n~P # 0, alltsa &r serierna for p < 0 divergenta (divergenta

"mot odndligheten”, ty alla seriernas element &r positiva).

o
3" - nl
. For att avgora om serie Z nn ar konvergent eller divergent, anvinder vi kvottestet:
n=1
3" . nl 3t (n 4 1)! 3"-n!  3(n+1) 3" - n!
ap = ——— = Qnp41 = = : =3 —,
nm (n+ 1)nt+l (n+1)» n+1 (n+1)"
alltsa:
(na1 3" . n! n" 3 nooo 3
=3. . - = 2
an (n+1)n 3r.nl  (mtlyn e

3
(vi har anvint att lim ()" = ¢). Eftersom 0 < e < 3, da giller det att — > 1 och
e

n—oo M
3" . n!

oo
kvottestet sager da att serie E -
n

n=1

ar divergent.

. Vi ska bestdmma ett polynom p(x) av grad hogst 3, sadant att f6ljande funktion f : R - R
blir deriverbar for alla x:

0 i <0
flx)=qp@) 0<a<l
1 ;x> 1.

Vi ansétter p(z) = az® + bz + cx + d och ska beriikna a, b, ¢ och d.

Eftersom alla polynomen &r deriverbara i alla x € R, racker det att kolla for vilka varden
av parametrar a, b, ¢ och d funktion f &r deriverbar i * = 0 och z = 1. Detta
innebér 4 villkor: kontinuiteten av f i x =0 och x = 1 (eftersom deriverbarhet implicerar
kontinuitet - se sats 1 pa sidan 112 i Adams), alltsa p(0) = 0 och p(1) = 1 (jamfor hoger-
och vanstergransvarden i x = 0 och i = 1!) och deriverbarheten av f i 2 =0 och z =1,
vilket betyder att:

e hogerderivatan av f i = 0 (alltsa hogerderivatan av p i x = 0) maste vara lika med
vansterderivatan av f i x = 0. Vénsterderivatan ar noll, eftersom f ar konstant for
x < 0.

e vinsterderivatan av f i x = 1 (alltsa vénsterderivatan av p i = 1) maste vara lika
med hogerderivatan av f i x = 1. Hogerderivatan ar noll, eftersom f &r konstant for
x> 1.



OBS: Det gar bra att berdkna hogerderivatan och véinsterderivatan av p enligt vanliga
formeln for derivatan av polynomen, eftersom extensionen av p 6ver hela R, d.v.s. poly-
nomet P(z) = az® + ba® + cx + d dr deriverbar i hela R och P'(z) = 3ax? + 2bx + ¢, alltsa
vanster- och hogerderivator i varje punkt berdknas ocksa enligt formeln. Detta géller ocksa
for restriktionen av P till intervallet [0, 1], vilket &r p.

Vi har alltsd p(z) = az® +ba® +cx+d och p(v) = 3az®+2bx+c, p'_(x) = 3az®+2br+c
(dar p. och p’ &r beteckningar for hoger- resp. vénsterderivator av p) och vi kan skriva
ner alla 4 villkor pa foljande sétt (villkoren for f:s kontinuitet i tva forsta rader av det
forsta ekvationssystemet och villkoren for f:s deriverbarhet i tva sista rader):

p(0) =0 d=0

p(1)=1 a+b+c+d=1 a+b=1 a= -2
) & = =

., (0)=0 c=0 3a+2b=0 b =3,
p (1)=0 3a+2b+c=0

vi fick alltsa a = =2, b=3, ¢ =0 och d =0, vilket ger 16sningen till problemet:

p(z) = =223 + 322

Héar &r vi fardiga med att 16sa uppgiften, men du far gdrna fundera vidare pa foljande:
Forsok att visa att grad 3 dr den minsta mojliga graden av p for att uppgiften skulle ha
en 16sning. Visa alltsa att grader 1 och 2 inte duger. Du kan l6sa uppgiften genom att
stalla upp och l6sa ekvationssystemen for polynomen av grad 1 och av grad 2 som vi just
gjorde for grad 3 (och dom &r &verbestdmda - vi har mera ekvationer &n obekanta). Men
du kan ocksa skissera en grafik av f och forsoka att ”passa in” ett polynom pa intervallet
[0,1]. For graden 1 hittar du latt p(z) = ax + b sa att f utbrett genom p pa [0, 1] blir
kontinuerlig, men ar funktionen ocksa deriverbar? For graden 2 kan du svara pa foljande
friga: "kan derivatan av p(z) = az® + br + ¢ ha TVA nollstillen? Motivera.”

Om graden ar 3, far vi exakt en 16sning. Varfor?

Om graden &r diremot storre dn 3, da far vi mera &n en (t.o.m. oédndligt manga!)
16sning(ar) till problemet. Varfor? Vilket sort ekvationssystem far man da? (se kursen
linjar algebral).



