Matematik, Uppsala Universitet Rikard Olofsson

Losningar till tentamen i kursen

Envariabelanalys
Mandagen den 24 maj, klockan 8:00-13:00

1. Bestam grénsvirdena

sinx sinx

lim ————— b) lm ——m.
250 In(1 + 3z + «2) ) Jim

a) a—x In(1 + 3z + 22)

Lisning. 1.a) Gransvirdet dr pa formen 0/0 si vi kan anvinda 1’'Hospitals regel.
Vi far

im sinx _ lim cosT B cos(0 1
=0 In(1 + 3z +22) 250 (3+22)/(1+3x+22) (3+2:0)/(1+3-0+02) 3

Svar: 1/3

1.b) Eftersom x — o0 kan vi utan problem anta att z > 0. Eftersom —1 <
sinz <1 och In(1 + 3z + 2?) > In(2?) = 2Inz giller att

1 sinx 1
_ < < .
2Inz " In(l1+4+3z+22) " 2z

Det betyder att eftersom lim,_, .. ﬁ = 0 s& maéste

sinx

lim —2%
Fa In(1 + 3z + 22) 0

enligt inkl&dmningssatsen.
Svar: 0

2. Visa att Inz (Inz — 2010)*°°? har anti-derivatan a (Inz — 2010)*°"° .
(Ibland anvénds ordet primitiv funktion istéllet for anti-derivata.)

Lésning. Viska visa att om f(z) =  (Inz — 2010)*°"* s &ir f/(z) = Inz (Inz — 2010)*°*?.
Lat oss berdkna derivatan:

1
f() =1 (Inz —2010)**'% + = - 2010 (In = — 2010)*** -
= (Inz — 2010 + 2010) (Inz — 2010)**” = Inz (Inz — 2010)**".

Detta var precis det som skulle visas.
3. Hitta en funktion y(z) sddan att y(1) = 2 och dér
(z® + 2)2 Y (z) — 32%y* = 0.

Lésning. Ekvationen dr separabel. Vi skriver y'(z) som ¥ och separerar vari-

d
ablerna. Detta ger
J dy J 32
Yy (2 +2)



Matematik, Uppsala Universitet Rikard Olofsson

som kan forenklas till

2
—;:f@j;ydx {dz_%x;di} %:‘%w:‘ﬁ*a
Alltsa ar
_ 1 3 +2
y(x)_m—c 1-C(a®+2)

Vi vet att y(1) = 2 och nu &r det dags att anvinda detta villkor. Vi far att

P+2 3
1-C(13+2) 1-3C

2=y(1) =

s&4 2 — 6C = 3 varfor C' = —1/6. Alltsa &r

?+2  62®+12
1+ @3+2)/6  a3+8

y(r) =

6z +12

Svar: y(r) = 2555

4. Berdkna 9
2 — 2
a) Jx5lnxdx b) Jﬂdaz

T+ 23

Lésning. 4.a) Vi partialintegrerar (med f(z) = 2° och g(x) = Inz enligt den
notation jag brukar anvinda) och far

26 26
J:c lnxdx——lnx—f—fdx——lnx—j—dx——lnx—%—‘f—C
Svar: {2°Inzdx = x—;lnx—%+C.

4.b) Nidmnaren kan skrivas som z(2? + 1) s& vi gor en partialbraksuppdelning

med ansatsen
2—x+222 A Bax+C

r+a3 oz a2+1

Vi sétter detta pa gemensam ndmnare och far

2—x+22> A Bxr+C A@@*+1)+(Bx+C)z A+ Cx+ (A+ B)a?

r+23 oz a2+1 T + 3 T + 23

Detta géller for alla x och vi séitter A, B,C'sdatt A=2,C = —1och A+ B = 2.
Det sista villkoret ger B = 0. Med andra ord &r

22—z +22%2 2 1

r+23 oz 2241

Detta ger att

2 - 22 2 1
dexzf<—) dx = 2In|z| — arctanz + C.

T+ x3 r x24+1

Svar: SM dr = 2In|z| — arctanz + C.
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5. Skissa kurvan y(z) = In (62ﬂE + 1) — z. Bestdm speciellt alla asymptoter och
lokala extrempunkter.

Lésning. En del av rdkningarna blir ldttare om vi skriver om funktionen genom

) =l +e)

och vi arbetar med detta uttryck, dven om man lika girna kan anvidnda det
uttryck som gavs i uppgiften. (Detta uttryck dr bra for hir syns tydligt att
funktionen &r jamn sa att man kan hoppa 6ver halva arbetet. Vi kommer dock
latsas att vi inte sett detta och arbeta pa utan denna observation.)

¥ +1
ez

y(z) =In (e** +1) —z =In(e* + 1) —In(e”) = In (

Vi borjar med att soka asymptoter. Det finns ingen punkt dér funktionen &r
obegriansad sa den saknar vertikala asymptoter. Da x &r stor &r e” stor och e™*
liten s& y(x) ~ In (e*) = z. Vi studerar darfor lim,_, y(z) — z. Detta ger

li —z=lim In(e” +e™*) —In(e”) = lim In (1 +e™**

Yy 16) = = i I (¢ ) = e) = i (1472

= In(1 +0) = 0.

Alltsd dr y = x en sned asymptot som kurvan ndrmar sig da x — oo. D&
x ar vildigt mycket mindre &n noll &r e™" stor och e® liten. Detta gor att
y(z) ~ In(e™*) = —z sd vi ska studera lim,_, _o, y(z) + z. Vi far att

lim y(z)+z= lim In(e”"+e ) +In(e”) = lim In(1+e*)

T—>—0 rT—>—0 rT—>—0
=In(1+0) = 0.
Med andra ord ndrmar sig kurvan y(z) den sneda asymptoten y = —z da

Tr — —00.

Vi soker nu lokala extrempunkter. Funktionen &r deriverbar 6verallt och det
finns inga dndpunkter sd den enda mojligheten till extrempunkter ar kritiska
punkter, dvs punkter dar y'(x) = 0. Vi far att

1
V(@)= o= (" =)

s y'(x) = 0 leder till e —e~% = 0. Multiplicerar vi med e s far vi e?* —1 = 0,
vilket har 16sningen x = 0. Fér 2 = 0 &r y = y(0) = In(e’ +¢°) = In2 som
maste vara ett lokalt minimum om vi kommer ihag vad vi rdknat fram om
asymptoterna.

Svar: Det finns tva asymtoter, y = x och y = —x och ett lokalt minimum som
intraffar i x = 0. Figuren, med dessa inritade, ser ut s& hér:
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6.a) Har funktionen f(x) = sinz + e~ nagon anti-derivata (primitiv funktion)
pé intervallet [0, c0)?

6.b) Ar funktionen f(z) = sinz + e~" integrerbar pa intervallet [0, 00)? Med
andra ord; &r den generaliserade integralen ng " f(x) dz konvergent?

x

Liosning. 6.a) En saddan dr F(x) = —cosz — e~
Svar: Ja.

, S& svaret ar ja.

6.b) Fragan ar om gransvirdet limy o, S(t) f(x) dx existerar. Enligt l6sningen av
6a) ar

t—w

t
lim J’ f(z)dx = tlirg [ cosw —e ] = flim —cost —e " — (—cos0—e™)
0 —0 t—

= lim —cost —e "t + 2.
t—0

Eftersom cost antar alla virden mellan —1 och 1 &ven for stora ¢ kan detta
gransvarde inte existera.
Svar: Nej.

7. Avgor om serien
e
i In(em—1)

ar absolutkonverget, betingat konvergent eller divergent?
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Lésning. Vi borjar med att reda ut om serien &r absolutkonvergent. Med andra
ord studerar vi serien 1

nZ::l ooln (e —1)
och forsoker avgora om denna serie ar konvergent eller inte. D& n ar stort &r
In(e" — 1) ~ In(e") = n sa vi vill jamfoéra serien >, m med »_, L.
Eftersom vi vet att Z:::l % ar divergent kan vi dra slutsatsen att &ven 27?:1 m

ar divergent om vi kan visa att

lim D fim — 2
T 1 z—o0 In (e — 1)
x
existerar och &r ett nollskilt tal. Vi anvander ’Hospitals regel eftersom gransvérdet
ar pa formen oo/oo och far

1
limLz Im ——=Ilml—e*=1.
z—o0 In (ew — ]_) T—0 e“‘e—l L

Alltsa ar )
dloo————
= In(en—1)

varfor serien inte dr absolutkonvergent.

L&t oss nu se om serien ar konvergent, om den ar detta vet vi nu att serien
ar betingat konvergent. Eftersom Inx och e* — 1 ar vixande funktioner méaste
1/In(e® — 1) vara avtagande. Dessutom géller

1
lim ——— =0
o0 In(e® — 1)

sa enligt Leibniz konvergenssats géller att

A

2

& (_1)7l
i In(em—1)
ar konvergent.

Svar: Serien &r betingat konvergent.

8. Da en cirkelskiva med radien 1 cm, och vars centrum &r 3 cm fran y-axeln,
roteras kring y-axeln, bildas en kropp som ser ut som en munk. Bestdm volymen
av "munken".

Lésning. Lat oss vélja att placera y = 0 i centrum av cirkelskivan. Av symmetrin
framgar att volymen av hela munken &r dubbelt sa stor som volymen av den
6vre halvan (den som har y > 0) av munken. Vi forséker nu berdkna denna del:
Cirkelbagen ges av (x —3)? +y? = 1, dvs y = £4/1 — (x — 3)2. Den &6vre cirkel-
bagen, den vi ar intresserade av, dr den med plustecken s& y = /1 — (z — 3)2
déir 2 < z < 4. Enligt formel ges volymen av

4 4
V= J 2ray(z) dx = 27TJ xy/1— (z —3)%2dzx.
2 2
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Vi byter variabel till u = x — 3, detta ger

1 1 1
V=27TJ (u+3)\/1—u2du=27rj u\/l—quu—i-GﬂJ V1 —u?du.
-1 -1 -1

Bada dessa integraler kan berdknas med metoder vi lart oss under kursens gang,
men det gar att gora tva observationer som gor att man inte behéver géra nagra
rakningar alls. For det forsta &r integranden i den forsta integralen en udda
funktion s& den integralen maste vara 0. For det andra &r /1 — u? bagen till en
halvcirkel med radie 1 sa Sl_l /1 —u2du ar arean av en halvcirkel med radien

1, dvs den #r 7/2. Alltsa dr volymen av 6vre halvan av munken 677/2 = 372
och diirfér har hela munken volymen 672.
Svar: 672 cm?



