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SKRIVTID: 8-13. HJALPMEDEL: Inga.
MOTIVERA ALLA LOSNINGAR NOGGRANT.
BETYGSGRANSER: For betygen 3, 4 respektive 5 kriivs totalt minst 18, 25 respektive 32 posng.

1. (6p) (a) Anvand delmangdskonstruktionen for att tillverka en DFA ekvivalent med nedanstaende
NFA. (b) Ar den resulterande DFA:n minimal?
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LOSNING (a) Med delméngdskonstruktionen erhalls foljande DFA.
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(b) Den &r inte minimal. Tillstanden A och B kan namligen slas ihop. Det beror pa att bada
tillstanden ar ickeaccepterande, och att DFA:n drivs vidare fran namnda tillstand till ett och

samma tillstand, oavsett om DFA:n star i A eller B. Med andra ord: DFA:ns sprak sarskiljer inte

tom strang fran strangen a.

Med kand minimeringsalgoritm ser man f.0. (se nedanfor) att inga andra tillstand kan slas ihop:

{4, B, C, %@i
{C. B} {4, B D}
4
{C B} 4,8 {D}
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2. (6p) Konstruera reguljara uttryck och DFA:er for

(a) L = {w e {a, b}*| winnehaller exakt tva b:n, och dessa har ett udda antal a:n mellan sig}.
(b) L:s komplementsprak L dir komplementet tas med avseende pa {a, b}*.

T.ex. &r baaabaa en strang i L, medan &, aa, abaa, abaab och bbba Ar stringar i L.

LOSNING
(a) Foljande reguljart uttryck talar for sig sjalv: a* ba(a a)* b a*.

Med det reguljara uttrycket som stod ar det latt att rita en DFA utan skraptillstand:

a a
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Samma DFA med skraptillstand utritad blir nagot klottrigare:

men kommer till anvandning i (b)

(b) Stringarna i L kiinnetecknas av att de tillhér nagon av foljande fyra kategorier:

(1) de som saknar b-forekomster,

(2) de som har exakt en b-forekomst,

(3) de som har exakt tva b-forekomster, och déar dessa har ett jamnt antal a:n mellan sig,
(4

) de som har tre eller flera b-forekomster.
Harav foljande reguljara uttryck
aUJabaUJa blaa)ba U (a*b)?(alb)*

Stringarna i L ar precis de strangar som driver en DFA for L till ickeaccepterande tillstand.
Harav foljande DFA for L.
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3. (8p) Lat Ly vara spraket som ges av a* b b a*, och betrakta

(a) Ly ={uu|uwe Ly}, (b) L= LyLy,

(C) L3:L1 Ll, (d) L4:{l’$ | $€L1}.

Avgor for vart och ett av Ly, Lo, L3, Ly om det ar reguljart, inte reguljart men sammanhangsfritt,
eller om det inte ens ar sammanhangsfritt.

LOSNING
a) Lp ar inte reguljart men sammanhangsfritt. Bristen pa reguljaritet foljer t.ex. av att
aV bba a bba’ inte kan pumpas pa nagot satt inuti forsta N-blocket utan att falla ur spraket.
Att L; ar ssmmanhangsfritt beror pa att varje strang a™ bba™ a™ bba" i Ly kan skrivas som
a™bba™a"bba", och saledes ar en sammanfogning av tva strangar som var och en ges av
reglerna X - a X a|bb. Darfor kan en CFG for L; se ut sa har: S—> XX, X—>aXa|bb.

b) Ly = Ly Ly ar reguljart. Ty Ly ar det, och de regulhéra spraken &r slutna under sammanfogn-

ing (ihopslagning). Ly kan t.ex. beskrivas av det reguljara uttrycket a* bba* b b a*.

c) L3 = Ly L; ar inte reguljart men sammanhangsfritt. Bristen pa reguljaritet foljer t.ex. av att
w=wu uupuy = a¥ bba’aVbba’a®bba’a’bba’ (dir uy = a” bba och ug = a® bba’ ) inte kan
pumpas pa nagot satt i det forsta N-blocket utan att falla ur L3. Att Ly = Ly L; ar sammanhangs-
fritt kan forklaras av att Ljar sammangangsfritt, och att de sammanhangsfria spraken ar slutna
under sammanfogning.

d) L, &r inte ssammanhangsfritt. Ett pumpbevis for detta kan se ut som foljer:

w=zz =uuuu=a" b a v? o ? ¥ V* (dar u= a" b € Ly) kan inte pumpas inuti nagot enda
N-block utan att falla ur Ls. Om w efter pumpning skall bli en ny strang i Ly, maste namligen
alla fyra u:na paverkas. Och det senare later sig inte goras vid pumpning inuti ett N-block, efter-

som avstandet fran det forsta w:et till det sista ar storre an N.

4. (6p) Konstruera bade en CFG och en PDA f6r spraket {a” b" | n &r inte delbart med 3}.

LOSNING Naturliga tal som inte ar delbara med 3 ges av 3k+1 eller 3k+2, k€ N varfor det givna
spraket beskrivs av unionen
{a3k+1 b3k+1 | kEN} U {a3k+2 b3k+2 | ]{)EN} — {a?)k abb“’ | ]{)EN} U {a3k: a2 b2 b3k | ]{JEN}.

Man ser att kortaste strangarna i det aktuella spraket ar a b och a? b%, och att varje lingre striang

inleds med tre a:n, atfoljs av en kortare strang ur spraket, och avslutas med tre b:n. Det foljer att
spraket beskrivs av CFG:n

S - ab|a2b2|a35b3

Sa har kan en PDA se ut. Motivering av densamma aterfinns under figuren.

aaa, £/ aaa a b, afe

b
\§E> aabb »\ >

Med hjalp av de tva overgangarna som saknar stackagerande, tar PDA:n hand om de tva kortaste

strangarna. Slingan pa det forsta tillstandet ser till att strangar med ytterligare inledande block av
tre a:n far a:na bokforda pa stacken. Slingan pa det sista tillstandet kontrollerar till sist att
ytterligare avslutande b:n stammer i antal med namnda inledande a:n.

3
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5. (7p) Beskriv med en sa enkel grammatik som mojligt (se ANM. 2 nedan) det sprak over {a, b} som
Turingmaskinen nedanfor accepterar. Argumentera for att det inte finns nagon enklare grammatik.
Om du bara kan beskriva informellt vilket sprak som maskinen accepterar kan du bara bli sparsamt
belonad. Vidare maste du forklara hur de olika delarna i maskinen medverkar till att maskinens
sprak blir just det som du foreslar. Annars riskerar du att bli helt utan poang.

@ S, +LQ‘1
b

PO
/ ' S, - }Qa

b
ANM. 1 Vanstershiftaren S;, omvandlar ...#xoy#... till ... #Hzy#... .
A A

ANM. 2 Inom hierarkin reguljar < sammanhangsfri < restriktionsfri finns de enklaste
grammatikerna till vanster.

LOSNING Turingmaskinens arbete efter den inledande korningen av Ry kan beskrivas som att
maskinen under varje lyckad (stor) rundtur fran det forsta L:et och tillbaka skannar av den
ickeblanka delen av tapen tre ganger fran hoger till vanster, och darvid hittar forst ett a och sedan
tva b:n, samt shiftar bort namnda fynd fran tapen. Efter k lyckade rundturer har saledes k stycken
a:n och 2 k sycken b:n shiftats bort.

En inputstrang som innehaller exakt k stycken a:n och minst 2 k stycken b:n driver saledes
maskinen att gora k rundturer av namnt slag. Vid nastkommande rundturs inledning patraffas inte
nagra a:n, med foljd att maskinen drivs till stopptillstandet.

For en strang som innehaller k£ > 0 stycken a:n men farre an 2 k stycken b:n kommer TM:en under
den k:te rundan att hanga sig under nagon av de tva jakterna efter ett b.

Resonemanget visar att TM:en stannar for sadana inputstrangar som innehaller minst dubbelt sa
manga b:n som a:n.

Hér ar en CFG for TM:ens sprak: S — € |bS | aSbSbS | bSaSbS | bSbSaS.

Att inga felaktiga strangar kan produceras med dessa regler foljer av att varje regel som innehaller
a innehaller tva b:n. (Regeln S — b S fogar bara in flera b:n.) Att verkligen alla korrekta strangar kan
produceras beror pa att de tre avslutande reglerna beskriver alla satt att infoga ett a och tva b:n
inuti en kortare strang i spraket, och att alla strangar med flera b:n an dubbla antalet a:n kan
astadkommas genom att dessutom anvanda regeln S — bS pa lampliga satt.

Spraket ar forstas inte reguljart, eftersom t.ex. a® b" b" inte kan pumpas pa nagot satt inuti det
inledande N-blocket utan att falla ur spraket. Darfor finns det ingen reguljar grammatik for
maskinens sprak.
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6. (7p) Ar problemet

“Innehaller L(M) minst 100 strangar?”
(a) avgorbart for godtyckliga finita automater M?
(b) avgorbart for godtyckliga Turingmaskiner M?

ANM Om Du havdar att ett visst problem ar avgorbart, maste Du motivera standpunkten genom
att skissera atminstone en informellt beskriven algoritm. (Om Du menar att samma problem ar
oavgorbart, maste Du givetvis motivera denna asikt ocksa.)

LOSNING
a) AVGORBART. Féljande procedur avgor problemet:

Kontrollera forst om M innehaller nagon slinga pa vég fran start till acceptans. (Man kan ta
reda pa om en DFA M med N tillstand har en sadan slinga genom att kora M pa strangarna av

langd = N men < 2 N, och se om nagon strang accepteras.) Om sa ar fallet ar L(M) oandlig och
svaret pa den givna fragan blir JA.

I annat fall ar L(M) ar andlig, och da kan M inte acceptera nagra andra strangar an de som ar
kortare an N, dar N betecknar antalet tillstand i M. Darmed beh6ver man (i detta fall) bara
provkora M pa de strangar over M:s inputalfabet vars langd ar < N, samt rakna de strangar
som accepteras. Ar de senare minst 100 stycken, sa ar svaret JA, annars NEJ.

b) OAVGORBART. Eftersom det finns Turingaccepterbara sprak som innehaller 100 strangar
(t.ex. varje oandligt sprak), och sadana som inte gor det (t.ex. det tomma spraket), sa foljer

oavgorbarheten av RICES sats om man sétter Q0 = {L | L ar Turingaccepterbart och |L| = 100 }.



