
Salling, 070 - 6527523
TID : 9 - 14  HJÄLPMEDEL : Inga
BETYGSGRÄNSER
G –18p, VG–28p

PROV I MATEMATIK
                   AUTOMATEORI & FORMELLA SPRÅK DV1, 4 p

12 JUNI 2001

1. Skriv ett reguljärt uttryck för det språk över ∑={j,u,n,i} som består av alla strängar som
a) innehåller minst en förekomst av delsträngen nu. (1p)
b)  innehåller högst en förekomst av delsträngen nu. (2p)
b)  innehåller exakt en förekomst av delsträngen nu. (2p)

LÖSNING

a)  ⁄* n u ⁄*   där ⁄ = j ‹ u ‹ n ‹ i

b)   r = Hi ‹ j ‹ u ‹ n+ Hi ‹ jLL* H∂ ‹ n+ L   beskriver strängar utan n u  -förekomster.
Så  r ‹ r Hn uL r   beskriver strängar med noll eller exakt en n u -förekomst, dvs högst en sådan 
förekomst.

c)  r Hn uL r



2. Betrakta den NFA med tre tillstånd 8p, q, r< som definieras sålunda:
p och q är starttillstånd,alla tre tillstånden är accepterande och tillståndsövergångarna ges av 8Hp, a, qL, Hq, b, pL, Hq, a a, rL, Hr , a, r L, Hr , b, rL< .
a) Konstruera med hjälp av delmängdskonstruktionen en DFA ekvivalent med NFA:n. (3p)
b) Är den resulterande DFA:n minimal? Motivera! (3p)

LÖSNING

a)  

b)  NEJ. Tillstånden 8r < och 8s, r< kan slås ihop. (Dessa tillstånd kan ju inte särskiljas med 
någon enda sträng. Dvs, oavsett vilken sträng som läses från det ena eller andra tillståndet så 
drivs man till acceptans!)

3.  Betrakta följande klasser av språk
     K1 : reguljära
     K2 : inte reguljära, men sammanhangsfria
      K3 : inte sammanhangsfria
     Placera (med motiveringar) nedanstående språk i rätt klass.

a) L1  = {u w wrev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)

b) L2  = { w u wrev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)

c) L3  = { w u wrev urev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)
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3.  Betrakta följande klasser av språk
     K1 : reguljära
     K2 : inte reguljära, men sammanhangsfria
      K3 : inte sammanhangsfria
     Placera (med motiveringar) nedanstående språk i rätt klass.

a) L1  = {u w wrev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)

b) L2  = { w u wrev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)

c) L3  = { w u wrev urev  » u, w œ 8a, b<+  } (3p)

LÖSNING

a)   L1 œ K2 . Ty L1  beskrivs av en CFG:  

loooomnoooo S Ø C P

C Ø a C » b C » a » b

P Ø a P a » b P b » ∂

 och L1  är inte reguljärt. 

Det senare följer tex av att man inte kan pumpa inuti något av de stora b-blocken i strängen 
b a b2 N +1  aÑ ÜÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖ

w
a b2 N +1  aÑ ÜÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖÖ

wrev

.   (Varför måste vi ha ett udda antal b:n i denna sträng?)

b)   L2 œ K1 , ty L2  beskrivs av a ⁄+ a ‹ b ⁄+ b.

c)   L3 œ K3 .  Följer tex om man betraktar strängen aK  bK  aK  bK  som inte kan pumpas i något 
enda K-block.

4.  Turingmaskinen i figuren har inputalfabet 8a, b< och tapealfabet 8a, b, #<. 
 a) Vilket språk L accepterar den?             (3p)
 b) Konstruera en enklaste automat för L:s komplementspråk. 
 (Motivera varför det inte finns en enklare utomat än din.) (4p)

LÖSNING

Turingmaskinen fungerar så att inledande och avslutande ickeblanka tecken i strängen 
blankas (skrivs över med blanktecken), om de är lika. Detta blankande upprepas gång efter 
annan tills något av följande tre villkor uppfylls. (Under villkoret 3 hänger sig maskinen.)
1.  Endast ett ickeblankt tecken återstår (det som inputsträngen hade i mitten om den var av 
udda längd), 
2.  Inget ickeblankt tecken finns kvar (om inputsträngen hade jämn längd),
3.  Inledande  och avslutande ickeblanka tecken är olika. 

a)  Språket är lika med palindromspråket över {a, b}.

b)  Komplementspråket av palindromspråket är sammanhangsfritt. (Precis som 
palindromspråket själv.) Därför finns det en PDA för komplementspråket.  (En PDA är enklare 
än en TM.) Du får själv konstruera en sådan PDA. 

5.  Låt L vara språket över {d,v,p} vars strängar innehåller lika många förekomster av samtliga tre 
tecken, och dessutom inte innehåller två lika tecken i rad. T.ex. är dvpvdp och pvpvdvdvdpdp 
med i språket, men dvppvd och dvdvp är det inte.
a) Visa att varje icketom sträng i L (likt strängen pvpvdvdvdpdp) innehåller någon permutation av 
dvp. (3p)
b)  Visa att L inte är sammanhangsfritt. (4p)
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5.  Låt L vara språket över {d,v,p} vars strängar innehåller lika många förekomster av samtliga tre 
tecken, och dessutom inte innehåller två lika tecken i rad. T.ex. är dvpvdp och pvpvdvdvdpdp 
med i språket, men dvppvd och dvdvp är det inte.
a) Visa att varje icketom sträng i L (likt strängen pvpvdvdvdpdp) innehåller någon permutation av 
dvp. (3p)
b)  Visa att L inte är sammanhangsfritt. (4p)

LÖSNING

a) Betrakta en icketom sträng w i språket. Då har w minst längden 3. Första och andra tecknet 
i w är olika, eftersom det inte får förekomma två lika tecken i rad. Vi kan anta att w = d v …. 
   Betrakta nu den första förekomsten av p i w.(Det finns garanterat en förekomst av p i w, 
eftersom det finns lika många förekomster av alla tre tecknen.) Titta nu på de två tecknen 
omedelbart innan den första p-förekomsten. Dessa två tecken kan inte vara lika, eftersom de 
finns i rad. Ingen av dem kan heller vara lika med p, eftersom det motsäger att den första p-
förekomsten ligger till höger därom. Alltså måste ett av de nämnda två tecknen vara d och det 
andra måste vara v. Eftersom dessa ligger omedelbart framför p har vi hittat en delsträng av 
önskat slag. 

b)  Bristen på sammanhangsfrihet följer om vi kan visa att  w = Hd vLK  Hp vLK  Hp dLK  inte kan 
pumpas i något enda block av längd K (utan att strängen faller ur språket). 
   Vi visar först att följande delsträng av w inte går att pumpa inuti något enda K-block:

 s = Hd vLK  Hp vLK = d v d v … d v p v p v … p v
   Om det gick att pumpa s inuti något K-block, så måste K-blocket ifråga innehålla minst ett p. 
(Annars skulle villkoret "lika många förekomster av samtliga tre tecken" gå förlorat vid 
pumpning.) Och eftersom första p-förekomsten kommer först efter 2K st tecken i s, följer att K-
blocket inte skulle börja i den vänstra änden av s (eller hur!). 
   Den ymmiga förekomsten av v i s (vartannat tecken är v) medför att varje pumpdel måste 
börja eller sluta på v. Ty urpumpning av en pumpdel som varken börjar eller slutar på v leder 
till att man får två v i rad. Såvida inte pumpdelen börjar i den vänstra änden av s, men detta 
har vi ju kunnat utesluta. 
   Av den nämnda ymmiga v-förekomsten och av iakttagelsen om pumpdelarnas början och 
slut följer för varje pumpdel i s att minst hälften av tecknen är v. Detta leder emellertid till att 
villkoret "lika många förekomster av samtliga tre tecken" gå förlorat vid pumpning. Slutsats: det 
finns inget pumpbart K-block inuti delsträngen s. 
   Av symmetriskäl följer att inte heller delsträngen Hp vLK  Hp dLK  innehåller något sådant K-
block. Detta bevisar (enligt pumpsatsen för sammanhangsfria språk) att språket ifråga inte är 
sammanhngsfri.

6.  Är följande problem avgörbara för godtycklig TM M?  
a) Finns det någon inputsträng för vilken M någonsin stannar? (3p)
b) Finns det någon inputsträng för vilken M stannar inom 13 steg? (3p)

LÖSNING

a)   NEJ. Problemet kan formuleras: Är LHML  icketom? Dvs problemet är ett språkproblem för 
Turingaccepterbara språk som handlar om egenskapen "att vara icketom". Denna egenskap är 
icketrivial. Ty det finns sådana Turingmaskiner M för vilka LHML  är icketomma, och sådana där 
LHML är tomma.
FORMELLT: Låt W vara mängden av icketomma Turingaccepterbara språk. Eftersom  W är 
icketrivial (se ovan) följer av RICE's sats att ingen TM kan avgöra för godtycklig TM M ifall 
LHML œ W .

b)  JA. Under 13 steg hinner M inte undersöka längre strängar än sådana av längd högst 13. 
Det finns ändligt många sådana. Därför tar det ändlig tid att köra M på samtliga dessa strängar 
om man enbart kör M i 13 steg på var och en. Efter denna ändliga tid vet man svaret på frågan.
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