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1. Betrakta nedanstaende NFA.
a, b a, b

€

a) Konstruera med hjalp av delméngdskonstruktionen en DFA ekvivalent med NFA:n. Beskriv
ocksa informellt vilka strangar som accepteras. (3p)
b) Ar den resulterande DFA:n minimal? Motivera! (2p)

LOSNING

a) Strangarna ifraga ar de (Over alfabetet {a, b}) som innehaller aaa. Har &r den DFA som
delmangdskonstruktionen ger upphov till.
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b) DFA:n &r inte minimal. De tre accepterande tillstanden kan slas ihop!
b a,b
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2. Spraket L over alfabetet {a, b} definieras av att dess strangar w uppfyller foljande kriterium:
|w| > 2, w inleds och avslutas med olika tecken och innehaller ett udda antal bb-forekomster.
Observera att vi raknar samtliga bb-forekomster - aven sadana som inte ar atskilda! T ex ar
bbabbba en strang i L, men inte bbba.

a) Konstruera en DFA for L. (3p) b) Konstruera ett reguljart uttryck for L. (3p)



LOSNING

a) En DFA for L behover ha tva komponenter, en som tar hand om strangarna som inleds med
a (och avslutas med b) och en for strangarna som inleds med b (och avslutas med a):
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b) Medelst tillstandselimination far man pa géngse satt en GFA, och darefter ett reguljart
uttryck: (a* b)Tb(a* b U b(at b)*b)* U b(02 Uat ) ba(a Uba U b2 (6> Ua™ )" ba)*
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3. Betrakta foljande klasser av sprak (8p)
Ki: reguljara
Ky: inte reguljara, men sammanhangsfria
Kj3: inte sammanhangsfria

Placera (med motiveringar) nedanstaende sprak i ratt klass.

a) Ly ={w over {a, b} | Antal(a, w) = 2- Antal(b, w)},

b) Ly = {w 6ver {a, b} | Antal(a, w) = 24ntalb.w)}

c) Ly={w over {a, b} | w = = y och Antal(a, x) = Antal(a, y)}.

ANM. Antal(a, w) betecknar antalet a-forekomster i w. Om du menar att ett sprak ligger i Kjracker det att presen-
tera ett reguljart uttryck eller en finit automat for spraket ifraga. Om du menar att det ligger i Ky maste du bevisa
bristen pa reguljdritet och dessutom presentera en CFG eller en PDA for spraket. Om du menar att det ligger i K3

maste du bevisa bristen pa sammanhangsfrihet.

LOSNING
a) Ly tillhér K. Bristen pa reguljaritet foljer tex av att a? N pN inte kan pumpas pa nagot satt

inuti a-blocket utan att man faller ur spraket. (En urpumpning av a:n leder ju till att det blir
for fa a:n.) Men Ly ar sammanhangsfritt. Har ar en PDA for spraket:

PUSH

PUSH = {(a,€/a), (b,€/bb)}
> > POP = {(a, b/€), (b, aa/€), (b, a/b)}
POP

Och har ar en CFG: § - aSaSbS| aSbSaS | bSaSaS | e

b) L tillhor K. Bristen pa sammanhangsfrihet foljer tex av att w = a?” bE inte kan pumpas

pa nagot satt i nagot enda block av langd K utan att man faller ur spraket. Det senare forklaras
av att ingen upp-pumpning kan bibehalla det givna forhallande mellan antalet a:n och antalet
b:n, om pumpblocket inte ar langre an K.

Ty en upp-pumpning i ett K-block kan hogst ge K nya tecken. Och det racker inte. Den
narmast langre strangen (an w) ar namligen G2FH K1 _ 22K 1 _ 2K ke (Det
behovs saledes minst 2 + 1 nya tecken.)

c) Lg tillhér K. Det givna villkoret uttrycker namligen bara att antal a:n i w skall vara

jamnt. Har ar ett reguljart uttryck for sadana w: b* U (b* a b* a)* b*

4. Ge informella beskrivningar av nedanstaende sprak och presentera sedan om mojligt bade en
CFG och en PDA for vart och ett av spraken. Ifall det senare ar omojligt, motivera det!

a) Ly ={awbwValwe {a b}*} (3p)

b) Ly ={azbyalz, y e {a, b}* och y=+a"} (3p)



LOSNING

a) Lj:s strangar borjar och slutar pa a och déremellan finns en udda palindromstrang med b i

mitten.

So>aWa, W-oaWal|lbWOb|b

PUSH POP

»O“gbg“»o -

PUSH = {(a,/a), ( b,£/b)} POP = {(a, a/e), (b,b/€)}

b) Lg:s strangar borjar och slutar pa a. Daremellan finns en strang w som innehaller minst ett
b, som inte omgjardas av en jamn palindromstrangs tva halvor.

(Notera att strangar kan ligga bade i Ly ochi Ly. Ex.vis ligger strangen abababa i Ly () Ly. Den
ligger i Lg tack vare att den har b-forekomster utanfor mittpunkten: abababa = azbya med z =
baba, och y = ¢.)

Strangarna i Ly kannetecknas av att de ar av typen a w a, med nagon b-forekomst utanfor
mittpunkten (se icketerminalen W nedanfor). Att varje sadan strang a w a faktiskt ligger i Lo
foljer av att den del (lat oss kalla den for z) av a w a som ligger mellan det inledande a:et och
den namnda b-férekomsten har annan langd &n den del (lat oss kalla den for y) som ligger

eV Omvant galler

mellan b-forekomsten och det avslutande a:et, och om |y| # |z| foljer att y + x
ocksa att varje strang axbyai Ly ar av typen a w a, med nagon b-forekomst utanfor
mittpunkten. Ty endera ligger den understrukna b-forekomsten i a z b y a utanfor mitten, och da
ar saken klar, eller sa ligger den understrukna b-forekomsten i mitten, och i sa fall ar z och y
lika langa, och kan dirmed inte besté av enbart a:n (VARFOR?). Saledes finns det i detta fall

nagon b-forekomst inuti z eller y, vilken uppenbart ligger utanfor mitten.
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PUSH = {(a, €/¢), (b, €/¢)} POP = {(a, ¢/€), (b, c/€)}



5. Turingmaskinen i figuren ar en funktionsberaknande typ med inputalfabet {1} och tapealfabet
{1, X, #}. Vilken funktion beraknar den? (3p)

X/1

\/KA
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LOSNING

Maskinen beraknar funktionen Kvot(z, 2), for godtyckliga naturliga tal z, dar input och output

representeras unart.

MOTIVERING: Efter n varv i slingan fran R och tillbaka till R suddar maskinen (i hoger
ande) bort halften av l:orna i inputstréngen. Om antalet 1:or i namnda strang var jamnt
fran borjan, sag lika med 2 n, sa ser tapekonfiguration ut pa foljande satt nar R aktiveras i

varv nummer n + 1:
H1™ 1 med pekaren placerad pa den sista 1:an

Som du forstar kommer detta att leda till att maskinen (efter att R har agerat) drivs via #-

overgangen till Ly som darefter stannar med pekaren omedelbart till vanster om de n 1:orna.

Om istallet antalet 1:or var udda fran borjan, sag lika med 2 n + 1, sa ser det ut sa har efter

n varv:
#1711 med pekaren placerad pa den nast sista 1:an

Detta leder till att maskinen (efter att R har agerat) drivs via 6vergangen 1/ X, och sedan

drar igang seriekopplingen Ry L for att slutligen ga via 6vergangen X /# till Ly som stannar

med pekaren till vanster om 1:orna. Dessa ar nu n stycken till antalet.

6. Konstruera en alternativ men enklare grammatik an nedanstaende dito. (6p)

S > AB

A->AC | aC

B- CB| Ca
C-o¢elaCalalCb|l|bCal bChbh
bCb-> C

ANM. Inom hierarkin reguljar < sammanhangsfri < restriktionsfri finns de enklaste grammatik-
erna till vanster. Din grammatik skall beskriva samma sprak som den givna grammatiken.



Full poang erhalls enbart om en enklaste grammatik presenteras.
LOSNING

Med A-reglerna produceras a foljt av ett eller flera C'n, och B-reglerna ger pa motsvarande

satt ett eller flera C'n foljt av ett a.
Sa S-regeln tillsammans med ovanstaende regler sager att S ar av typ a C" a, dar n > 2.

Med C-reglerna kan man producera alla strangar (6ver {a, b}) av jémn langd, aven tom strang.
Den sista radens regel (b C'b —» (') ar vardelos. Ty med dess hjalp kan man inte astadkomma

nagot som man inte klarar utan densamma.

Sammantaget beskriver den givna grammatiken saledes spraket (6ver {a, b}) av strangar som

har jamn langd och som borjar och slutar pa a - ett reguljart sprak.

Har ar en reguljar grammatik for spraket: S—>aA, A—->alaaA| abA| baA| bbA

7. Ar foljande problem

“Innehaller L(M) enbart strangar av jamn langd?”

a) avgorbart om M &r en godtycklig finit automat? (3p)
b) avgorbart om M ar en godtycklig Turingmaskin? (3p)

Om du menar att problemet ar avgorbart, ska du beskriva (informellt) en algoritm som avgor
problemet. Om du menar att problemet inte ar avgorbart, forvantar jag mig en motivering som
visar att ett antagande om avgorbarhet leder till nagot motsagelsefullt, eller en motivering som
anvander sig av RICES' SATS. I det senare fallet maste du ange mangden ) pa ett korrekt satt
for att fa full poang pa uppgiften.

LOSNING

a) Avgorbart. For given finit automat M med inputalfabet £ beh6ver man bara konstruera en
DFA for L(M) N 2(22)* och undersdka ifall den saknar accepterandetillstand. (En sadan DFA
saknar accepterandetillstand omm svaret pa det givna problemet ar JA.)

b) Oavgorbart. Foljer av RICES' sats. Ty det givna problemet handlar om en icketrivial
egenskap for Turingaccepterbara sprak - namligen egenskapen att innehalla enbart strangar av
jamn langd. FORMELLT: Lat Q) vara mangden av Turingaccepterbara sprak som innehaller
enbart stringar av jaimn langd. Det finns Turingaccepterbara sprak inuti Q (ex.vis {&}) och det
finns Turingaccepterbara sprak utanfor Q (ex.vis {a}). Da foljer enligt RICES' sats att ingen TM
kan avgora for godtycklig TM M ifall L(M) € Q.



