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AUTOMATEORI & FORMELLA SPRAKDV1, 4p

1. Spraket L Over alfabetet {a, b} definieras av att dess strangar borjar pa a och innehaller

minst en férekomst av abb.

a) Konstruera en DFA for L. (3p)
b) Konstruera en reguljar grammatik for L. (3p)
LOSNING
a)
= a z
S — <>é} :( )3 &»

O a b b
b) S-» aA, A-aA|bB, B-aA|bC, C-»aC|bC]|e
2. Lat L vara spraket 6ver {a} som nedanstdende NFA accepterar.
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a) Konstruera med hjélp av delmangdskonstruktionen en DFA for L. (3p)
b) Konstruera en minimal DFA for L. (Minimaliteten maste motiveras.) (3p)
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b) Man har en stark kansla av att ovanstaende DFA inte ar minimal. Foljande stegvisa
sarskiljande visar mycket riktigt att sa ar fallet ...

{A,B,C,D,E,F,G,H, I,J, K}

/\A

{A,B,C,E,F, G, I J, K} {D, H}
{A,B, E,F I J} C, G, K} {D, H}
¥ D \ \
{A,E, I} {B, F, J} {C, G, K} {D, H}
v \/ v \/
{AE I} {B, F, J} {C, G, K} {D, H}

—> {AEI}—»{BFJ}—»{CGK} {DH} ——»

A\ //>

3. Beskriver nedanstaende reguljara uttryck samma sprak over {a, b}?
(@aaa)")" a(@aalJ ab)* a
Motivera noga och beskriv dessutom en generell metod for jamforelse av reguljara uttryck.

LOSNING Det torde vara uppenbart att de reguljara uttrycken beskriver samma sak som
nedanstdende automater
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Nar man konstruerar de minimala DFA:erna horande till de tvd automaterna (forslagsvis
genom att forst kéra delmangdskonstruktionen pa var och en av NFA:erna och sedan
minimera de resulterande DFA:erna) far man en och samma DFA i bagge fallen, namligen

En generell metod ar den som illustreras ovanfér, dvs att konstruera minimala DFA:er for
vardera uttrycket (detta gar ju att gora med kanda algoritmer).Och sedan jamféra dessa
DFA:er (vilket gar att gora med nagon form av andlig fallundersékning aven om DFA:erna
ar stora).

En battre generell metod ar dock att utnyttja att tvA mangder L och L' &r lika omm
symmetriska mangddifferensen (L-L")J(L'=L), dvs (LOL)YU L' ML) ar tom.

Givet tva reguljara uttryck for L resp. L', s& behover man séledes bara bilda den minimala
DFA:n for (LN L") U (L"NL), och sedan jamféra denna DFA med den minimala DFA:n for
tomt sprak. (Den senare har ett enda tillstdnd som &r ickeaccepterande.)
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4. Turingmaskinen i figuren ar en funktionsberdknande typ med inputalfabet {1} och
tapealfabet {1, X, #}. Vilken funktion beréknar den? (6p)

—» R —» R » L > L » RS —L
1/X # # 1
4 XD #
X /1
R

ANM. Hjalpmaskinerna R, L, Ly, S_ och C &r standardmaskinerna fran kursboken.

Tex soker Ly upp forsta blanktecknet till vanster, kopieringsmaskinen C forvandlar <Trw #...

till ow#w # ... och vanstershiftaren S; gérom ocw#... till w#...
7 7 0

LOSNING

Maskinen beréaknar n?, for godtyckliga naturliga tal n representerade unatrt.
MOTIVERING: Efter ett varv i (den stora) slingan fran den inledande R -maskinen och
tillbaka till densamma férandras tapekonfigurationen

...##ffl”###... till L HRE#X 1”-1§x 1 Lann

Dvs efter ett varv har tapen delats in i tva block som vart och ett bestar av n ickeblanka
tecken. Efter tva varv har tapen delats in i tre block:
LA EX AL X2 A2 X2 A 2
0

Osv. ...
Efter n — 1 varv fas n block:
XA I X2 1M 2 X313y g X i X " g
T

Nar i detta lage den inledande R -maskinen kors igang igen drivs den givna
Turingmaskinen inte runt i nAmnda slinga langre. Nej, nu drivs den istallet "rakt fram" mot
L-maskinerna. Strax innan forsta L startas ser tapen ut sa har:

LHEHX AT X2 A2 X313y X 1 XD #ith .

Denna L-maskin kommer efter n+ 1 varv i sin dgla att férandra tapen till
X AT X2 AN 233y XML a# 1 wn#
7

Darefter star den andra L-maskinen i begrepp att dras igdng och darmed kommer en ny
(stor) slinga att gas igenom, narmare betstamt fran den senast namnda L-maskinen och
tillbaka igen. For varje varv i slingan vanstershiftas blocket langst till hdger ihop med
blocket till vénster om detsamma, samtidigt som samtliga X i det senare blocket skrivs om
till 1:or. Under tex forsta varvet foréandras tapen till

LA EX AT X212 X313y ffl” 1" i # ..

Efter n— 1 varv har samtliga n block shiftats ihop till ett enda block som innehaller 1:or som
enda ickeblanka tecken, narmare bestamt n-n stycken. Pekaren star nu till vanster om
detta block nar L-et star i begrepp att dras igang for sista gangen.

...##ffl” AN HHH L

Nu bar det ivag till stopptillstandet, och resultatet av berakningen ar att n stycken 1:or blev

till n-n stycken, dvs den funktion som beraknas &ar n — n?.
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5. Konstruera en alternativ men enklare ¥ grammatik &n nedanstaende dito. (De stora
bokstaverna ar icketerminaler, och de sma ar terminaler.) (6p)

S->ABC

A - aA|bAle
C->Cal|Chb

BC » abba

i. Inom hierarkin reguljar < sammanhangsfri < restriktionsfri finns de enklaste grammatikerna till vanster.
gul) g g

Din grammatik skall beskriva samma sprak som den givna grammatiken.

Full poang erhalls enbart om en enklaste grammatik presenteras.

LOSNING

Med A-reglerna produceras samtliga strangar éver {a, b}, och C-reglerna producerar pa
motsvarande sétt varje strang av typen Cw dar w ar en strang av langd =1 6ver {a, b}.
Sa S-regeln tillsammans med A- och C- reglerna beskriver strangar av typ

uBCw,
dar u ar godtycklig éver {a, b} och w ar godtycklig av langd=1 dver {a, b} .
Tillsammans med BC —» abba - regeln beskrivs darvid varje strang med minst en
abba-férekomst som har en icketom strang efter namnda férekomst.

OmBC - abba - regeln tillampas direkt i S-regeln fas Aabba, som darmed (tack vare
A-reglerna) kommer att beskriva samtliga strangar som slutar pa abba.

Sammantaget beskriver den givna grammatiken saledes spraket (6ver {a, b}) av strangar
som har minst en abba-forekomst. Detta &r ett reguljart sprak.
Har ar en reguljar grammatik for spraket: S—aS |bS|abbaA, A-e|aA|bA

6. Betrakta foljande kategorier av algoritmiska sprak:
Ki: reguljara
K,: inte reguljara, men sammanhangsfria
Ks: inte sammanhangsfria, men Turingavgdrbara
K,4: inte TuringavgOrbara, men Turingaccepterbara

Din uppgift ar att placera nedanstaende sprak (over alfabetet {0, 1, @} i ratt kategori. (10p)
a) Ly={ue@u|ue{0,1}}

b) Lh ={ue@u| ue{0, 1} och |ul =1000}

c) Lg={u@w]| u,we {0, 1}* och u férekommer som delstrang i w}
d Ls={uew]|u we{0, 1} och u=+w}

e) Ly ={ue@ew]| u,we{0, 1}, darw ar ett palindrom

och u ar en (bindrkodning av en) TM som accepterar w}

Om du menar att ett sprak ligger i K;racker det att presentera ett reguljart uttryck eller en finit automat for
spraket ifrdga. Om du menar att det ligger i K, maste du motivera bristen pa reguljaritet och dessutom
presentera en CFG eller en PDA for spraket. Om du menar att det ligger i K3 maste du motivera bristen pa
sammanhangsfrihet, och skissera en algoritm som kan avgéra spraket. Om du menar att det ligger i K, maste
du motivera bristen pa Turingavgorbarhet, och skissera en algoritm (eller hanvisa till en kand dito) som
accepterar spraket.
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LOSNING

a), c) Dessa tva sprak ligger bada i K3. MOTIVERING: Ej sammanhangsfria, ty

0K 1€ @ 0K 1¥ kan inte pumpas i n&got enda K-block utan att falla ur. (Pumpning till vanster
om @ som involverar 0 (1) kan inte involvera pumpning av 0 (1) till héger om @ om
pumpblocket inte &r langre an K, och darmed driver upp-pumpning i sadant litet block ut
strangen ur bagge spraken.) Daremot ar bagge spraken Turingavgorbara. En avgorande
TM i a) behover bara kontrollera tecken for tecken ifall det stdr samma sak till vanster som
till hdger om @. Detta kan en TM gdra genom att ila fram och tillbaka pa tapen forbi @.1 c)
kan pa motsvarande satt en avgérande TM kontrollera tecken for tecken ifall det som star
till vanster om @ &aven finns till hdger om @.

b) Detta sprak ligger i K;. MOTIVERING: Spraket ar andligt, sag att det ar
Wy, Wa, ..., wy}. DA darwy Uws, U ... Uwy ett reguljart uttryck for spraket.

d) Detta sprak ligger i Ko. MOTIVERING: Ej reguljart, ty komplementet ar inte reguljart. Det
senare foljer t ex av att ON @ ON inte kan pumpas upp i det inledande N-blocket utan att falla
ur spraket. Daremot ar spraket sammanhangsfritt, ty nedanstaende PDA accepterar
spraket. PDA:n ifrdga ar en parallellkoppling vars fyra komponenter i tur och ordning ar
specialiserade pa foljande typer av strangar:

Duew,u=x0yochw=x"1z, |x|=|x"], (iluew, u=xlyochw=x'0z, |x|=]|x|,
(i) ue@ew, Jul <|wl, (iv) ue w, |u| > |w|.

ANM. PDA:ns inputalfabet ar {0, 1, @} och dess tapealfabet ar {@}. Tecknet } i figuren
avser teckenmangden {0, 1}.

)' g/ (@

\ %a%—-@L ,

7.[“1"?“ . ”'2 £, (a0 | 'E

F e Gunlf

e) Detta sprak ligger i K,. MOTIVERING: Ej Turingavgorbart, enligt Rices' sats. Ty om T
vore en TM som avgjorde spraket, skulle T (eftersom tom strang &ar ett palindrom) bl. a.
kunna avgora for varje TM u, om u @ € € Lg dvs om u accepterar tom strang. M.a.o.skulle
T kunna avgora om L(u) tillhér mangden Q av sprak som innehdller tom strang. Men detta
motsags av Rice's sats eftersom nagra men inte alla L(u) innehaller tom strang.

A andra sidan &r spraket Turingaccepterbart. Den universella Turingmaskinen kan
anvandas for acceptans.




