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SKRIVTID: 9-14, HJALPMEDEL: Beta (eller Phys. HandBook), formelsamling, miniraknare.

MOTIVERA ALLA LOSNINGAR NOGGRANT.
POANGGRANSER: 3 18-24p, 4 25-31p, 5 32-40p. Varje uppgift ar vard 8p.

1. Definiera stabilitet for en differentialekvation och avgor for vilka reella
a som nedanstaende differentialekvation ar stabil.

Yy (@) = (a+ D)y (1) — (a+2) y(t) = ult)
LOSNING

En differentialekvation sags vara stabil om storningar av insignalen
(hogerledet) ger upphov till storningar av utsignalen (ekvationens
16sning) som klingar av med tiden (gar mot noll), oberoende av
begynnelsedata.

En matematisk formalisering av ovanstaende nagot vaga begrepp ar att
impulssvaret h klingar av (gar mot noll) med tiden.

Enligt stabilitetssatsen rader stabilitet omm impulssvarets
Laplacetransform, dvs overforingsfunktionen, har samtliga poler i vanstra
halvplanet.

Impulssvaret ges av

R (t)— (a+ 1) W (t) — (a+2) h(t) = 6(t) dar h(0) = h/(0) = 0.
Efter Laplacetransformering . ..

H(s)s* —(a+ 1) H(s)s—(a+2) H(s) =1

ochdarmed H(s)= ... = (S_a_;) il

Polerna till H(s) ar s=a+2 och s=-1.

Sa villkoret for stabilitet blir att a + 2 ar negativ, dvs att | a < —2|.
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2. (a) Bestam Z-transformen av foljden (0, 0, 0, 1, 2, 3, ...).

-2s

.o . e
(b) Bestam inversa Laplacetransformen av 3710
LOSNING
(a) Fran formelsamlingen: (0, 1, 2, 3, ...) < 4 5
(2—1)

Harav, (efter tva hogershiftningar),

Z -2 A 1
0,0,0,1,2.3,..) % _
( ) © G2 T A-1)2

o . 3 L‘l .
(b) Fran formelsamlingen: — ~ sin(3t)
54+9

Det foljer (efter dampning och fordrojning) att

-1
m l’; €_3 t SiIl(3 t)

_9 -1
% L7 3D gn@3t-2)6(t-2)

Harav,

—9 -1
ﬁ L % e=3(1=2) gin3 (t - 2)) 6(t - 2)

3. (a) Visa att en jamn funktions Fourierserie maste vara en cosinusserie
och bestam den 2m-periodiska Fourierserien till den funktion som ar lika
med 7 — |t| pa intervallet —m < t < 7.

(b) Berakna med hjalp av Fourierserien i (a) 1+ 9

[—
—
—

LOSNING
(a) Om f ar jamn sa ar f(t) sin(n Qt) udda (eftersom sin(n Q ¢) ar udda),

och da ar sinuskoefficienterna noll:
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udda integrand
ITI symmetriskt intervall runt origo
\J
by, = m |T| ft)sin(nQt)dt =
Dirmed blir Fourierserien lika med <2 Z 1 an, cos(n 1)

(b) Var funktion ar jamn.

/\/\/\

-2n -n 0 bl 2n

Darmed blir Fourierserien av typ % + 201 Gp cos(n t).

Genom omskalning av den i formelsamligen givna cosinusserien
(00)

1 2
— - cos(n 2 mt)
4 nZ::l n2 n2
n udda
och funktionen
DVAY,
1] 11
2 2
far vi cosinusserien
1 - 2 /
2n|— — cos(nZﬂ—) =
4 nZ::l n2 m2 2m
nudda
xO xO
e s
— — cos(n )= — — cos(n t)
dd dd

och funktionen
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- n 2r

Genom translation 7 enheter av den senare far vi var funktion!

VAV

-2n - 0 n
= 4
V4
— - cos(n (t+m)) =
2 nZ::l n2
n udda
- 4 - 4
V4 V4
— = cosnt+nm)=— + cos(n t)
2 Z_:l n2 2 Z_: n
n= n=1
n udda nudda

Den senaste likheten foljer av att cos(nt+ nm) = —cos(n t).
(b) For att berdakna den numeriska serien S =1+ % + % + % + ..
med hjalp av Fourierserien fran (a) behover vi bara evaluera Fourierserien
i t = 0. Med Dirichlets sats far vi namligen

(S.0)

7§ 4 4 1 1 1 4

—+Z :£+—-(1+—+—+—+...):£+—S

2 = nPnm 2 o«x 9 25 49 2
n udda

Det foljer att
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t
1+t2

4. Berakna Fouriertransformen av

LOSNING
Fran formelsamlingen:
eI sgn(t) - 2w
1+ w?

Med symmetriregeln far man

20t
— ~ 2me 1 gon(—w)
1+ ¢2 &
Harav, (med linearitet)
t
(1) = ~ mie W sen(—w)
/ 1+ t2 &

A andra sidan ar

00 t .
F(w):f — e LWl gy
—c0 1+t

Nu till integralen

00 t
f sin(t)d't
—c0 1+ $2

som ar lika med

0o ¢ eﬂ't_e—ﬂ't
f gt
—00 1+ 2 21

1
= — (F(-1) - F(1))
21

1

—.(ﬂ'ﬂ.e_
21

00 1442

— F(w)

1 00 t . (o) t .
L[S dta - [ it
21 —001+t2 —ool+t2

. 1
sgn(l) — mie 'sgn(-1)) = — 27ie

21

1

med hjalp av transformregler

och anvand din transform for att visa att f_oo L sin(t)dt = %
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5. Los vagekvationen uy ¢(z, t) = ug (z, t) for en horisontellt fastspand
strang av langd 1 som har bagge andar fixerade: u(0, t) =0, w(1, t) =0,
och som vid tiden noll har horisontell form u(x, 0) = 0 samt som satts i
rorelse genom att man pa ett avstand a fran ena anden ger strangen en
impulsiv fart: wy(z, 0) = é(z — a).

LEDNING [! 6(z - a) f(z)dz = f(a) om 0 < a < 1.

LOSNING
52 u(x, t) 52 u(x, t)

o2 9x2 }
RAND ={u (0, ) =0, u(1,t) =0}
BEG = {u(z, 0) = 0, u(z, 0) =o(z — a)}

PDE = {

Av RAND leds vi till att skriva u som en sinusserie
O
Wz, )= Y by(t)sin(nz z)
n=1

2
Avfﬂﬂﬂﬂﬂmré%%gg-:—ngnanﬁ)vﬂb%gwr

bp(t) = Ay, cos(nmt) + By, sin(nnt)
och (darmed) w(z, t) = X771 (Ay cos(nmt) + By, sin(nnt))sin(nn x).
BEG ger 0=} 1 Ap sin(nmx) och 6(z - a) = 3771 By nxsin(nrz)
Darav foljer att alla A,ar noll och att By, nm ar lika med sinuskoeffi-

cienterna for u(z, 0) = é(z — a). Dvs

1
By,nm= 2f olx—a)sin(nmx)dzr =2sin(nma)
0

co 2sin(nma)

cos(nmt) sin(nmx).
n=1

Sa u(x, t) =



