UPPSALA UNIVERSITET PROV I MATEMATIK
Matematiska institutionen
Sodergren, Salling Transformmetoder 1MA034

21 dec 2010

SKRIVTID: 14-19 HJALPMEDEL: Formelsamling (delas ut) och miniriknare.
MOTIVERA alla l6sningar noggrant. For betygen 3, 4 respektive 5 kravs minst 18, 25 respektive 32 p.

1 (5p). Finn med hjalp av Fouriertransformation en 16sning pa hela reella axeln till
differentialekvationen y’/(t) — 4 y(t) = 6(%).

LOSNING Genom att Fouriertransformera bada leden i differentialekvationen uppstar en

algebraisk ekvation (med y som obekant) som latt kan l6sas. Losningen kanns igen som
Fouriertransformen av en skalad eI,
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2 (7p). (a) For vilka reella varden pa b ar foljande differentialekvation stabil?
24" (1)+ (3=2b) ' (B) + (1= b) y(B) = a(t), t > 0.
(b) Bestam impulssvaret i fallet nar overforingsfunktionen har en dubbelpol.

LOSNING (a) Stabilitet rader omm 6verforingsfunktionens poler ligger i viinster halvplan.
Vi bestammer overforingsfunktionen genom att Laplacetransformera differentialekvationen

2R () + (3=2b) K (t)+ (1= b) h(t) = 6(D)
med begynnelsevillkor »(0 -) = 0, »'(0-) = 0.

Resultatet av transformationen ar (som vanligt) en algebraisk ekvation
(3-2b)sH(s)+(1—b) H(s)+2 s> H(s) = 1

vars losning ar den s.k. overforingsfunktionen

1
H(s)= -

2s+1)(b—s—1)
H(s):s poler finns dar namnaren ar noll, dvs. de ar — 1 och b—1.
Bagge ligger i vanster halvplan omm b < 1. Stabilitet rader saledes nar b < 1.
(b) Dubbelpol har vi nir b—1 = — % dvs. nir b= %

1 _ 1 _1
@sth(3-5-1)  @sD(s+3) 2|

Overforingsfunktionen blir i detta fall lika med H(s) = —

t
Och impulssvaret blir A(t) = % te 2,t>0.
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3 (6p). Bestam foljden (y(n));’;’:0 om 4(0) =1 och

_ y©@ ) y(2) y(n) 1 n
2y(n+1) = on +2n_1 +2n_2 +...+2n—_n +2—n—22—n, neN.

LOSNING Man lagger mérke till att summan o) + y) + Y2 + ...+ yn) i hogerledet ar

2N 2n—1 2n—2 e on—mn

faltningen mellan y(n) och (%)n Eftersom dess Z-transform ar lika med produkten Y(z) Ll’ leder

=3

Z-transformeration av den givna differensekvationen till foljande algebraiska ekvation

22YR2) -2 =Y() Zl+ -

vars 16sning visar sig vara (forvanande?) enkel
1
zZ+ 5 2
Y(2) = = +

2—=  Zz—z zZ—z
2 2 2

Efter inverstransformation har vi losningen klar:
1\n 1 71\n—1 1\n
y(n) = (—) + - (—) O(n—1) = (—) (1+6(n—1)).
2 2\2 2

Har ar nagra inledande varden:

4 (8p). (a) Bestam den m-periodiska Fourierserien till funktionen f i figuren nedanfor

1
2

(b) Vilket varde konvergerar Fourierserien mot i origo? Motivera ditt svar!

(c) Berdkna Loore iy med hjalp av Fourierserien.
nudda=1 " 9 25

(d) Betrakta nu den 27-periodiska Fourierserien till f:s jémna utvidgning. Vilket varde
konvergerar den har Fourierserien mot i origo? Motivera ditt svar!
(e) Vilken konvergerar snabbast? Fourierserien i (a) eller den i (d)? Motivera ditt svar!

LOSNING (a) Den efterfragade n-periodiska Fourierseriens koefficienter ¢, ges av

1 . 1 = . 1 24\ .
Cp = —fwf(t)e"””tdt: —f21e-”2”tdt+—f’(Q——)e-”"tdt
7 Jo 7 Jo T g T

.1 1 .
l;((—l)n—l) ;(—Eﬂ(—l)n’n+(—l)n—1) —intn+(-1)"-1
= —+ =
2n 27 n? 2 712 n?

1
COZ— f(t)dt =
m JO
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Fourierserien blir saledes

—izn+(-1D)"-1 . 3 -DH"-1 1
_+Z euZnt:Z+Z(—2003(2nt)+—sin(2nt).

2 712 2 =1 2n Tn

n+0

(b) T origo konvergerar Fourierserien enligt Dirichlets konvergenssats mot medelvardet av f:s

vanster- och hogergransvarden i origo, dvs %, om f nu betecknar den n-periodiska utvidgningen

av den givna funktionen. Se figuren nedanfor.

L ]
-7 0 b4
(¢) Av (a) och (b) foljer likheten
3 =D"r-1 1 1
B Z —  cos(2n0)+ —sin(2n0)| = -
4 n=1 % n? Tn
dvs.
(- 1) 1
j— + J—
2w 7S
n=1
som kan forenklas till
Z 1 2
s ==
nudda=1 ™ 8

d) Man kan konstatera att den jamna utvidgningen fi:  av f inte gor nagot sprang i origo.
jamn

- 0 V4
Det foljer att j:]amn s Fourierserie konvergerar (enligt Dirichlet) mot f:]amn 0)=1.
(e) Den forsta seriens termer har (som vi sett) storleksordning l, medan den senare seriens
n

termer har storleksordning nL eftersom fJamn s 2m-periodiska utvidgning ar kontinuerlig, men har

derivata som gor sprang (Se nedanfor). Det foljer att den senare serien konvergerar snabbare.
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\T’
5 (7p). (a) Harled transformparet e~ 6(t) = % med hjalp av Fouriertransformens definition.
LW

0, t<0
ANM. 0(t) betecknar Heavisidefunktionen ¢ { 1 t>0
et <0
(b) Bestam, for a > 0, Fouriertransformen av ¢ 0 ’ t 0
, >

(c) Finn en 16sning f till integralekvationen f(z) = e ==l + xf fye Ydy.

LEDNING: Integraltermen kan skrivas som en faltning.

LOSNING (a) Vi beriiknar Fouriertransformen av e~ ().

(6] . o0 .
f e_té(t)e_““tdtzf e tet Wl gt =
—00 O

—(14+iw)t]>® 0-1 1
00 . e
f ot g ST _

0 0

l+iw l1+iw l+iw

et t<0
0, t>0.

, . ot (a-iw) Y 1
fo eate_“‘)tdt:f et(a_”w)clt: —
—00 —00 o-lw |_  a-iw

t<0
t>0,

(b) Nu beraknar vi Fouriertransformen av ¢ - {

at
. e . . . .
Den funktion ¢+~ { 0 vars Fouriertransform vi nyss beraknade, kan ocksa ses som en

med —a skalad g(t) = et 0(t), dvs. som g(—at) = e? ¢ 6(—at) a;O etl 6(—t). Darfor skulle den nyss

beraknade transformen ocksa ha kunnat beraknats med hjalp av ¢:s transform och skalningsregeln:

F 1
g(—at) = — — =
a

(c) Forst konstaterar vi att integraltermen kan skrivas

l o0 =y — l 0 =Y _ _ l _

S fwetVdy=C [ etV oy - dy = (f(z)*g(-).
Fouriertransformation forvandlar darmed integralekvationen

f@) =et 4 et [T e vay
2 z
till
flw) =

vars losning ar
. 2 (w+10) 4 4
flw) = — =
(w2+1)(w+%) (w-1)(2w+1i) (ua)+1)( 2iw+1)

Vi partialbraksuppdelar och inverstransformerar.
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f(w) R 4(A() 2 §(-2w))
= — + — = — + - .
@ Siw+l 3 -2iw+1 3 g g @
t
P S i
3 20 | det, 150

6 (7p). En i bagge andar fastsatt strang, fri att vibrera i vertikalplanet, ges i begynnelsen en viss
fart. Bestam strangens fortsatta "0de” genom att l0sa problemet nedanfor.
utt(aj, t) =4 um(az, t) , 0<zx<1, t>0,

w©, t) =wu(l, t)=0, t>0,
wz, 0) =0, upz, 0) =sin(rz)+6sin(3rz), 0 <z<l1.

LOSNING Vi ansitter en sinusserie som ar 2-periodisk i rumsriktningen.
o0
w(x, t) = Z by (1) sin(n m x)
n=1
Ett sadant u uppfyller RAND-villkoren «(0, t) = u(1, t) = 0.
Nar vart u pluggas in i PDE och begynnelsevillkor forvandlas dessa till
Y by (Dsin(nra) = ¥ 4 (nm)? by(t) sin(n z)
Z‘;;:l b (0)sin(nz) = 0, 2‘7’;’:1 by’ (0) sin(n z) = sin(r x) + 6 sin(3 7 z)
Da koefficienterna identifieras erhalls en ODE med begynnelsevillkor:
ODE b,/ () = —4 (n )2 by(1)
BEG b,(0)=0allan, b’(0)=1, b3"(0)=6, b,’(0)=0 f.6.

Laplacetransformation av ODE:n resulterar i

4
2 By(s) = 5 bp(0) + by (0) = 4 (n.7)2 By(s), dvs. Bp(s) = %
s“+(2 nm)
och nar BEG-villkoren satts in erhalls
B9 = L, By(s) S B0
13 _82+(27T)2 ) 33 —82+(67T)2, nS = .0.

Harav,

1 1
bl(t) = —sin2nt), b3(t) = —sin(6 7 t), bp(t) =0 f.0.
2m Vg

Alltsa, w(z, t) = 2L sin(2 7 t) sin(r o) + 1 sin(6 7 t) sin(3 7 x).
Vs T
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