UPPSALA UNIVERSITET PROV I MATEMATIK
Matematiska institutionen
Salling (070-6527523) Transformmetoder 1IMA034

28 april 2011

SKRIVTID: 8-13 HJALPMEDEL: Formelsamling (delas ut) och miniriknare.
MOTIVERA alla l6sningar noggrant. For betygen 3, 4 respektive 5 kravs minst 18, 25 respektive 32 p.

1 (5p) Los integralekvationen ﬁf(u) 2= gy = gin(2 t), t = 0.

LOSNING Notera att integralen ar en faltning Hf(u) g(t—u)du med g(t) = e*tt, och att
Laplacetransformen av integralen darfor (se formelsamlingen) ar lika med F(s)- G(s) = F(s)- %
S—21

Laplacetransformation av den givna ekvationen resulterar foljdaktligen i ekvationen
F 2

s—2i  §2+4

Harav,

F(s) =
S+21

Det foljer att
f() =272

ANM. Det ar relativt enkelt att evaluera den givna integralen med ovanstaende f inpluggad, och

darigenom verifiera att losningen ar korrekt.

2 (7p) (a) For vilka reella varden pa a ar foljande differentialekvation stabil?
v () + (1-2a)y (1) =2 ay(t) = z(t), t> 0.
(b) Bestdm impulssvaret i fallet nar 6verforingsfunktionen har en dubbelpol.

LOSNING (a) Stabilitet rader omm Overforingsfunktionens poler ligger i vanster halvplan.
Vi bestammer overforingsfunktionen genom att Laplacetransformera differentialekvationen

'+ 1=2a) (@) -2ah(t) =6t
med begynnelsevillkor 20 —) = 0, »'(0-) = 0.

Resultatet av transformationen blir
(1-2a)sH(s)—2 a H(s)+ s> H(s) = 1

vars losning ar overforingsfunktionen
1

H(s) =
(s+1)(s—2a)

H(s):s poler finns dar namnaren ar noll, dvs. de ar —1 och 2 a.
Bagge ligger i vanster halvplan omm a < 0. Stabilitet rader saledes nar a < 0.

1 1

(s+1) (s+1) = o+1)2’ och dérmed h(t) = te”t, t> 0.

(b) Vid dubbelpol ar H(s) =
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3 (6p) En bank (Ebberyds) lamnar hundra procents ranta pa insatta pengar. Bestdm hur mycket
som skall sattas in varje ar, for att resultera i en viss ackumulerad penningmangd efter n ar.
Narmare bestamt, 16s foljande ekvation m.a.p. ay,.

o 2" k=5 neN

LOSNING Z-transformation ger
A= = =
22

Harav,
z2—2 2 1
Alz) = = -2
z—5 z—5 z—5

Det foljer att
a, =5"-2x5""14(n-1)
Sa har ser nagra inledande varden ut:

(1,3,15,...)

4 (8p) (a) Bestdam den 1-periodiska Fourierserien till funktionen f i figuren nedanfor

Iy
2
b) Vilket varde konvergerar Fourierserien mot i origo? Motivera ditt svar!
g g
(c) Berakna 3} Loyl med hjalp av Fourierserien.
nudda=1 " 9 25

(d) Betrakta nu den 2-periodiska Fourierserien till f:s jéimna utvidgning,
Vilket varde konvergerar den har Fourierserien mot i origo? Och vilken serie
konvergerar snabbast? Den i (a) eller den i (d)? Motivera ditt svar!

LOSNING

(a) Den efterfragade 1-periodiska Fourierseriens koefficienter ¢, ges av
1

1 ' ! : —inn—-(-1)"+1
Cn:ff(t)e_EQHtht:le(l_Qt)e—lﬂnntdt _
0 0

8 12 p2
[ :
cy = fdt = —
L 16
Fourierserien blir saledes

—intn—(—]D" —(—1\"
i+z inn—(-1) +1e1227rnt: 1 [1 (=1
16

— +
n+0 8772 n? 16

cos(2nnt)+

sin(27rnt)).
4mn 4nn

n=1

(b) I origo konvergerar Fourierserien enligt Dirichlets sats mot medelvardet ;13 av vanster- och

hogergransvardena i origo for f:s 1-periodiska utvidgning. \LSH\—\

0 1

(¢c) Av (a) och (b) foljer likheten
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—( 1Hn 1 1
=t Z cos(2 7 n0) + sin27n0)| =—
=1 4 71' n 4mn 8
—1"r-1 1 .. . 1 2
dvs. 3.-q (4 )2 = =16 som kan forenklas till 3, qda>1 3 = %
(d) Den jamna 2-periodiska utvidgningen JSiamn ser ut som nedan.
AN A 1/4 _/
-2 -1 0 1 2

Enligt Dirichlet sats konvergerar f;

imn s Fourierserie mot ?11 (Detaljerna finns i grafen ovanfor.)

Vidare, eftersom fi.  dr kontinuerlig, medan f:s 1-periodiska utvidgning har sprang, kommer

jamn

fJa][nn s Fourierserie att konvergera snabbare an f:s. Narmare bestamt ar termerna i f amn'S Fouri-

erserie av storleksordning = medan de i fis Fourierserie ar av storleksordning 1
n n

F Aain2
5 (7p) (a) Harled transformparet —i ( n_y o) = 2(25)) — 457 12 de med hjalp av
) ) w

Fouriertransformens definition och med hjalp av regler och nagot kant transformpar.

1 a<t<d
ANM. 1400 = {
a,b(D) 0 16
(b) Berakna integralen f 0 %2(@ dz.

LOSNING (a) Om f(t) =—i ( J‘L_Q,O(t) — J‘LO’Q(t)), sa foljer av Fouriertransformens definition att

fw)= fieitedt— [Cietodt

e—i?w_l _i l_eiQw

=1

—-iw —iw
—-i2w i2w
e tevW—1 1-e
= +
-—w

= 71) (—e"i2w+1+1—ei2w)

— :1) (2_e—i2w_ei2w)

= :1) (2—=(cos(2 w) —isin(2 w)) — (cos(2 w) + i sin(2 w)))

= 71) (2 = 2 cos(2 w))>

_ 4sin®(w)
==—-.

Aterstar nu att hirleda f med hjalp av kant transformpar och regler.

F Sil’l(%))

() =

z\ sm((u)
Skalningsregeln pa det kanda paret Il 1 resulterar i Tl_j 1(¢) = 2

= w
T2 2

1ol

Och t-translation en enhet till vanster resp. hoger pa det senare paret ger
o oiw o 8 Foo
M_op) =e"?2 %(w) och Igo(t) = €'® 2 %(w)

Linearitet ger till sist
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. Foo. iw o Sin(w) —iw o sin(w)
—i( () = Tlga(d) = —i(ef@ 23U _ pmiw o Su))
N _Iz(eﬂ'w _ e‘”"“)Q sin(w)
T w

_ ( v —eiw )4 sin(w)

21 w
= sin(w) 4 —SHL()(")

—4 sin?(w)

w

(b) Plancherels formel tillampad pa paret

i _ 7 si’()
L (Mg o) = T a(h) = =

ger
i 2 sin2(w) |2 sind(w)
27ng‘—_ (J—L_Q O(t) = Il 2(25)) dt= ‘F dw = fo d(x),
—00 4 ’ ’ —00 w —00 (1)2
T sin4(x)
3 22
-2 0 2 0

Det foljer att

s 4
sin*(x)
fm dr=14
—o 2

6 (7p) En trad av langden 1 befinner sig i en skal med isvatten, nagot som tvingar traden att halla
temperaturen 0. Plotsligt och blixtsnabbt tar man upp hela traden forutom ena anden som far

stanna kvar i isvattnet. Den upptagna delen av traden isoleras, forutom dess ande vilken
kopplas till en varmekalla som gor att anden halls vid konstant 20 grader fortsattningsvis.

Bestam temperaturen i tradens olika punkter fortsattningsvis, genom att losa problemet:

|3
N

up(z, 1) = Ugp(z, t), O<x <1, t>0,
w0, t) =0, u(l, t) =20, t>0,

u(z, 0)=0, O<z<1.
LOSNING

Vi har att gora med ett s.k. inhomogent problem. (Inhomogent randvillkor.)

Da ar losningsstrategin att homogenisera problemet. Dvs. att betraktar differensen mellan en

partikular losning till PDE + RAND-villkor och det givna problemets 16sning. Randvillkoren for
namnda differens blir namligen homogena (eller hur!).
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Partikularlosning
Eftersom de givna RAND-villkoren ar tidsoberoende, soker vi en partikularlosning till
differentialekvation + RAND-villkor som ocksa ar ar tidsoberoende. Dvs. en funktion part(x)

sadan att

t
0 = part’’(z) = //
part(0) = 0, part(l) =20 \(&z

Det foljer (eller hur!) att part(z) = 20 z.

Homogen 16sning

Differensen hom(z, t) = u(zx, t)— part(x) satisfierar

t
PDE homy(z, t) = homy (x, 1) / /

RANDy ., hom(0, 1) =0, hom (1, t)=0 e —
BEGy,, hom(z, 0)=0-20z 0

RAND), ., leder oss till att ansatta hom som en 2-periodisk sinusserie

hom(x, t) = Z by (1) sin(n m x)

n>0

Pa sedvanligt satt far vi efter spektraltransformation

ODE b,/(t) = —(nn)? by(1)

BEG  by(0) = 2 fl(~20 0) sin(n 7 ) dw = 2L
mn
vars losning ar
_1\n
bp(t) = M e_(nﬂ)2 t_
mn
Det foljer att den homogena 16sningen blir
40 (=" 2
hom(z, t) = Z —— e Dt Gin(nr 2).
n>0 T
Den slutgiltiga 16sningen
Av likheten hom(z, t) = u(x, t) — part(z) framgar det att
40 (-1)" 2
w(zx, t) = part(z) + hom(x, t) =20x+ Z — e (nm*t sin(n m x).

n>0 nn




