NAGRA “NYA” ORTOGONALA POLYNOM

STEN KAIJSER

1. INLEDNING

1, =z, x2—%, x3—%x, x4—§x2+3%,
1, =z, 22%2—1, 42°—3z, 8z*—422-1,
1, x, a2-1, 23-3z, 2*—622+3,
1, =z, a2-1, a3—5zx, 2*—142%2+9,
1, « z2, % — 2z, xt — 822,

) )

1, -1, 22 — 4z + 2, 2° — 922 + 182 — 6, z* — 162> + 722% — 96z + 24, . ..

Vad ar detta? Eftersom det kan ségas tillh6ra matematisk allménbildning att
kénna till de ”klassiska systemen” av ortogonala polynom, d.v.s. Legendre-, Tcheby-
cheff-, Laguerre- och Hermite-polynomen, sa &r det sikert manga som kinner igen
de tre forsta raderna och &ven den som inte minns dem kanske gissar att det handlar
om ortogonala polynom. Eftersom de fem forsta innehaller omvixlande jimna och
udda polynom, sa bor de vara ortogonala med avseende pa jamna viktsfunktioner,
medan den sista raden kan antas innehalla (de férsta) Laguerre-polynomen, som ju
ar ortogonala med avseende pa vikten e~*.

Men varifran kommer da den fjirde och den femte raden? En naturlig gissning
skulle kunna vara att eftersom alla de andra utgor borjan pa vilkinda system av
ortogonala polynom s& skulle de tva sista kunna vara mindre vilkdnda system.
Tanken later bra, men det dr nagot med den femte f6ljden som inte stdmmer - kan
22 verkligen vara ortogonalt mot 1 med avseende pa nagon inre produkt som ges av
en integral? Svaret pa den fragan &r uppenbart nej om man tar en integral langs den
reella axeln, men det kommer att visa sig att svaret dr ja om vi tillater integraler
i det komplexa planet. Den hér uppsatsen handlar om de tva sista systemen, som
tillhor klassen av Meixner-Pollaczek polynom. Som en forberedelse vill jag dock
gérna borja med att friska upp kanske halvt bortglomda kunskaper om de klassiska
systemen.

2. DE KLASSISKA SYSTEMEN

De klassiska systemen ér alla andvédndbara, fastdn kanske pa lite olika sétt.
Legendre-polynomen édr kanske de naturligaste, eftersom den inre produkt som
anvinds dr den enklast mojliga, ndmligen

1
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(varvid konjugeringen dr onédig om vi haller oss till reella funktioner). Det enda som
ar en aning forvanande dr att de frimst anvéinds i 3-dimensionella problem. Detta
ar dock sant och ger ocksa ett spinnande samband med Tchebycheff-polynomen.
Anledningen #r nimligen att om vi pa enhetsklotet i R? studerar de funktioner
som bara beror av en variabel, forslagsvis z och (enligt Gram-Schmidts metod) vill
ortogonalisera polynomen med avseende pa yt-mattet pa sfiren, sa far vi exakt
Legendre-polynomen. Detta beror pa den vilkiinda egenskapen (i R3) att arean
(pa sfiren) mellan tva parallella snitt (m.a.o. zonens area) bara beror pa avstandet
mellan snitten. Fran Legendre-polynomen kan man ocksa erhalla homogena harmo-
niska polynom genom att ersitta alla 1:or med de potenser av 22 +y2 + 22 som gor
polynomen homogena.

Samma synsétt kan anvandas ocksa for att tolka Tchebycheff-polynomen, vilket
i det fallet ger ett nira samband med de trigonometriska funktionerna, nagot som
ocksa syns i den vilkdnda formeln

T, (x) = cos(n arccos x).

Dessa erhalls genom ortogonalisering av foljden {1, x,z2, ...} med avseende pa den
inre produkten

(fl9) = / 1f(m)@\/%~

Laguerre-polynomen far vi om vi istéllet ortogonaliserar med avseende pa den
inre produkten

(flg) = / " H g dr.

De har ett naturligt samband med I'-férdelningarna i matematisk statistik.

For att erhalla den sista familjen, Hermite-polynomen, ska man som bekant orto-
gonalisera med avseende pa "normalférdelningen”. Eftersom denna &r lika naturlig
i alla dimensioner sa finns det ocksa Hermite-polynom i alla dimensioner, t.o.m. i
odndligt manga dimensioner, vilket ger det som brukar kallas féor Wiener-kaos.

Alla dessa klassiska system av ortogonala polynom har genererande funktioner
och kan erhallas med hjilp av vilkdnda Rodrigues-formler. Alla &r ocksa egenfunk-
tioner for nagon andra ordningens differential-operator.

Hosten 1998 blev jag i nagra olika sammanhang pamind om att funktionen
1/coshz "néstan” &r sin egen Fourier-transform, eftersom

T o] e—zmt p
— = x.
2 cosh %t oo Cosh

Eftersom detta innebér att alla moment av funktionen, d.v.s. integralerna

/ < dr
= x
fin o coshz

kan beriknas som vérdet i origo av en derivata av samma funktion, sa insag jag
att det var mojligt att explicit berikna de ortogonala polynomen med avseende pa
viktsfunktionen 1/ cosh z.

Den enda anledningen till att inte goéra det var att de féormodligen var kénda,
men efter att ha letat i nagra vilkdnda bocker utan att hitta dem sa bestdmde
jag mig for att rdkna ut dem. Nér jag vil fatt fram dem sa vinde jag mig till
nagra ledande experter pa ortogonala polynom och fick dirigenom veta dels att
de var kénda, vilket jag vél innerst inne anade, och dels vad de brukade kallas,
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nimligen Meixner-Pollaczek-polynom [3],[4]. Trots att de alltsa ir kiinda sa tror jag
att de dnda &r vérda ett ndrmare studium. Anledningen till detta dr att Meixner-
Pollaczek-polynomen (i fortsidttningen M-P-polynomen), som de flesta system av
ortogonala polynom, ingar i en storre familj och inom denna bestidms av en eller
flera parametrar, medan "mina polynom” som jag hoppas framgar av det féljande
Vstar for sig sjilva”.

3. EGENSKAPER HOS SYSTEM AV ORTOGONALA POLYNOM

Eftersom alla de klassiska polynomen &r néra forbundna med nagon differential-
operator sa gjorde jag ett litet forsok att ta reda pa om det kan finnas nagon
sadan dven med anknytning till mina polynom. Jag upptéckte snabbt att det fanns
det inte och anledningen #r helt enkelt att nagon sadan inte kan finnas om inte
viktsfunktionen (pa intervallet [a, b])dr av formen

w(z) =c(x —a)®(b—z)°

eller kan erhallas ur en f6ljd sadana genom en lamplig grinsévergang sasom exem-
pelvis
w(x)=e*= lim (1 - E)”
n— oo n
eller )
I T™\p2
wlx)=e"% = nh_)rr;o(l - ﬁ) .
Aven om manga vanligt férekommande viktsfunktioner &r av denna form sé innebir
det dnda att det nira sambandet med en differentialoperator ar en viktig anledning
till att vissa polynom blivit klassiska.

En annan viktig egenskap hos de klassiska polynomen é&r att de uppfyller en enkel
rekursionsformel. Detta géller ocksa for exempelvis M-P-polynomen. Enkelheten
hos dessa rekursionsformler innebér ocksa att det gar att rikna ut en genererande
funktion for dem.

Det som &r sant dr att om vi ortogonaliserar foljden {1,z, 22, ...} med avseende
pa en positiv vikt pa ett (begrinsat eller obegriinsat) intervall (a, b) sa géller alltid
att det finns tal (A, B,,) sa att (om vi inte normaliserar utan later koefficienten
for den hogsta potensen vara 1)

pn+1(x) = (17 - An)pn(z) - Bnpn—l(x)'

Anledningen till detta dr att polynomet xp, () automatiskt dr ortogonalt mot alla
polynom av grad hégst n — 2, (vi kan ju flytta faktorn z till det andra polynomet
som da far grad hogst n — 1) sa att det enda vi behover gora #r att succesivt
rikna ut normerna av alla nya p, samt de inre produkterna (z"*1|p,(z)). I de
fall dér viktsfunktionen &r en jamn funktion blir problemet dessutom &nnu léttare
eftersom vartannat polynom da blir jimnt medan vartannat blir udda. Vi behover
darfor endast rdkna ut B,, i ovanstaende rekursion.

4. M-P-POLYNOMEN

Nér jag vil bestdmt mig for att rdkna ut de ortogonala polynomen med avse-
ende pa vikten Coslhw visade det sig vara ldttare sagt dn gjort. Med visst besvér
riknade jag ut de forsta 5 momenten (varav 2 var noll) och kunde dérmed rikna
ut de forsta tre polynomen. Jag upptickte ocksa att det gillde att vilja en lamplig

"normalisering” av viktsfunktionen. Ett tag forsokte jag att vilja den sa att den
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verkligen skulle vara sin egen fouriertransform, men sa smaningom visade det sig
att om jag satte vikten till w(x) = 1/(2cosh 5F) sa blev atminstone alla moment
heltal.

Min tanke var nu att rdkna ut nagra stycken for att se om det gick att gissa
en rekursion och det gick faktiskt. Dessutom blev rekursionsformeln enklare och
vackrare dn vad jag nagonsin kunnat forestéilla mig. Det som ledde mig pa vigen var
att den metod man anvander for att rikna ut fouriertransformen faktiskt innehaller
mycket mer. Lat oss alltsa rikna ut den. Vi har

o(t) = Flw(a))(t) = / e~y (z) dr
vilket vi ridknar ut med residykalkyl. Vi integrerar dirfor w(z) runt rektangeln
(=R, R, R+ 2i,— R + 2i) och later sedan R ga mot oéindligheten. Detta ger att

2t A et
I=(01+e"a(t) = 27mm_
vilket visar att &(t) = 1/ cosht, nagot som onekligen tydde pa att valet av norma-
lisering var riktigt. Dessutom blev det nu mojligt att berédkna succesiva moment
genom att helt enkelt invertera MacLaurin-serien fér cosht¢, nagot som &r en na-
turlig uppgift for ett matematik-program som Maple eller Mathematica.

Viktigare var dock att jag med exakt samma metod kunde rdkna ut momenten
med residykalkyl. For att fa ldttare rakningar flyttade jag sedan ner rektangeln sa
att den lag symmetriskt runt reella axeln. Sa smaningom insag jag ocksa att vad
mina residyintegraler i sjélva verket utnyttjade var att funktionen 1/(4isinh %F) ar
Poisson-kérnan fér 0 i det band av bredd 2 som ligger symmetriskt med avseende
pa reella axeln.

Sedan riiknade jag ut ungefir 8 polynom och redan efter det fjdrde sa fanns det
en naturlig gissning for hur en rekursion kunde se ut. Darmed kunde jag vinda pa
problemet och helt enkelt anta att de polynom som erhélls med rekursionen var de
polynom jag sokte, och for att visa det beréiknade jag en genererande funktion for
polynomen.

Det gillde alltsa att visa foljande

Sats 4.1. Lat systemet {7;}7°, vara givet av foljande rekursion.
(1) 71=0, 79 =1, och Tpi1(x) = x7i(x) — k*71_1 ().

Da gdller féljande:
(i) Funktionen Ty, dr ett polynom av grad k ddir koefficienten for den higsta potensen
av x dr 1 (ett moniskt polynom);

(ii) Polynomen {(k!)'m4}32, Gr ortonormerade i Hilbertrummet L?(w);

Tk(T) K
RS

(#ii) Den exponentiellt genererande funktionen G,(x,s) = dr funktionen

T arctan s
(&

VIt s?
Bevis. Eftersom (i) #r uppenbart ur rekursionen sa borjar vi med (iii). For att fa

den exponentiellt genererande funktionen sa multiplicerar vi varje ekvation med
s /k! och adderar den oiéndliga serien vilket ger

(2) G(z,s) = G, (x,8) =

e k

(3) Y (Tt () = am(e) + kQT’“—l(x))% =0
k=0
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som i sin tur ger differentialekvationen

(4) %ﬁ’s) —xG(x,s)—l—sG(x,s)—l—sQ% = 0.
Eftersom detta &r en linjir ekvation av forsta ordningen sa l6ser vi den genom att
multiplicera med den integrerande faktorn /1 + s2e~%arctans  {Jtnyttjar vi dess-
utom att G(0,0) = 1 sa foljer (iii).

Nista steg dr att visa att polynomen 7, (z)/n! ir ortonormerade med avseende
pa den inre produkten

(o) = | " f@)a@w(z) do

For att gora det ska vi helt enkelt visa att

(5) I(s,t) = /OO Gr(z,8)Gr(z, t)w(x) dz !

- 11— st

For att berdkna denna integral sdtter vi a = arctans och § = arctant, vilket
med kénda trigonometriska formler ger att

I(s,t) = cosacos /6’/ e Pu(x) dx

och eftersom detta &r samma integral som vi beréiknade for att bestdmma fourier-
transformen av w sa kan vi utnyttja den rikningen for att se att

cosacosf3 1 1

cos(a+f) 1—tanatanf 1 — st

Detta visar att polynomen 7, (x) = 7, (x)/n! r ortonormerade, vilket ocksé innebér
att den gissade rekursionsformeln géller for alla naturliga tal. O

I(s,t) =

Anmirkning 1. Det dr virt att notera att 7,,(¢) = i"n! och att 7,,(0) = 0 om n &r
udda = ((2k — 1)!)2 om n = 2k.

5. ETT BESLAKTAT SYSTEM

Den egenskap hos viktsfunktionen w(x) som gjorde det mojligt att berdkna de
nodvindiga integralerna dr att den &r en del av en Poissonkérna, vilket framgar av
foljande

Proposition 5.1. Lat funktionen f vara kontinuerlig och harmonisk i bandet S =
1_)1 S Im(z) <1 och antag dessutom att |f(z)| < Ce®l for ndgot a, 0 < a < Z.
a dr

(6) o= [ S IITEED ) de,

Bevis. Vi skriver f = g + h dér g och h dr analytiska. For att berdkna integralen
med g anvénder vi residykalkyl som tidigare, och for att berdkna integralen med
h s noterar vi att eftersom funktionen w &r reell (6ver integrationskurvorna) sa
kan vi sdtta konjugeringen utanfor integralen, vilket gor att vi ater kan anvinda
residykalkyl. O

Medan jag riknade for att bestimma polynomen 7, sa vixte det ocksa fram
ett annat system av polynom som jag sa smaningom insag vara ortogonala med
avseende pa Poissonkéirnan P for bandet. Dessa polynom beskrivs i foljande
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Sats 5.1. Lat systemet {0y}, vara givet av féljande rekursion.
(7) 0-1=0, og =1, och op41(x) = zop(x) — k(k — 1)og_1(z).

Da gadller féljande:

(i) Funktionen oy dr ett moniskt polynom av grad k;

(ii) Polynomen {(k!)" ok }3°, dr ortogonala i Hilbertrummet H*(S,P);
(i4i) Vidare har o normen 1 medan de évriga har normen \/2;

(iv) Den exponentiellt genererande funktionen G,(z,s8) = U’“T(!z)sk

(8) GU(Z, S) — ez arctan s

Bevis. Beviset #ar visentligen detsamma som for det foregaende systemet. Det
ar nagot lattare att l16sa differentialekvationen men den slutliga integralen blir i
gengild nagot svarare att tolka.

Vi bérjar med att addera rekursionen vilket ger

ar funktionen

o0 k
S
(9) > (Ok1(2) = 20u(2) + k(k = or-1(z)) 7 = 0
k=0
vilket i sin tur ger differentialekvationen
(10) G! (2,8) — 2Gy(2,8) + s°G (2,8) =0

Loser vi differentialekvationen s far vi (iv). (i) och (iii) foljer direkt av f6ljande
integral

1+ st
(11) Gs(2,8)Go(2,t)dP(z) = ——,
oS 1— st

som beriknas pa samma sitt som motsvarande integral fér 7-systemet. O

6. NAGRA SAMBAND MELLAN SYSTEMEN

Det finns ett flertal samband mellan systemen som gor det naturligt att behandla
dem tillsammans. Dessa samband beskrivs enklast med hjélp av foljande tre enkla
linjdra operatorer, som alla dr vildefinierade atminstone pa méngden av polynom,
och ddrmed pa en tit delmingd av L?(w).

(12) Rf(@) = 5(f(a+) + flz ~ )
(13) TH@) = 5 (fl+i) — fw— )

(14) Qf(z) = f(x)

Bendmningarna pa operatorerna har att géra med att R &r ett slags "realdel”, J
dr en ”imagindrdel”, medan bendmningen @) for den tredje &r inspirerad av kvant-
mekanik. Att denna analogi &r naturlig framgar av féljande (litt bevisade) samband
mellan operatorerna.

Proposition 6.1. Féljande samband mellan operatorerna R,J och Q gdller:
(15) RQ-QR=-J

(16) JQ-QJ =R

(17) RJ—-JR=0

(18) R4+ J2=1
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ddr I dr identitetsoperatorn.
I termer av dessa operatorer kan vi nu bevisa féljande

Sats 6.1. Fir polynomen {1} och {0y} gdiller:

(19) Roy =3,
(20) QRT, = 011
(21) Jop = ktp_1
(22) QJT1r = koy,

Bevis. Alla dessa samband bevisas med induktion. De ér alla triviala for k£ = 0, och
som ett exempel pa hur induktionen fortsétter sa bevisar jag den forsta relationen.
Vi antar darfor att alla samband géller fram t.o.m. n sa att vi vet att Ro, = 7,
(och att Jo,, = n1,—1) och vill bevisa att de ocksa géller for n + 1.

(23) Rop1(z) = R(zop(z) — n(n — 1)op_1(z))
_ (z+i)op(z+1) + (z —i)op(z —19)

(24) 5 —nn—1)Ro,_1(x)
(25) = 2Roy(z) — Jop(z) —n(n — 1)Ron—1(x)

(26) =z7, () — nTp_1(x) —n(n — D1,—1(x)

(27) =27, (2) — NPT 1(2) = Ty (2)

och detta bevisar att den forsta relationen géller. De 6vriga bevisas pa samma
satt. (]

Med hjalp av dessa operatorer kan vi definiera andra som bland annat kan
anvandas for att generera systemen.

Sats 6.2. Lat operatorerna S, T, A, B och C vara givna pa féljande sdtt:
(1) S=QRR, T=RQR, A=JQR, B=RQJ and C = QJR.
Da galler féljande samband:

Sk(ao

(28) ) = o

(29) T"(10) = ™

(30) A(ti) = (k+ )7y
(31) B(r) = kTi

(32) C(ok) = ko,

Alla dessa samband foljer direkt av foregaende sats.

7. ANVANDNING

Jag vill avsluta denna uppsats med att nagot diskutera fragan om dessa system
kan ha nigon anvéndning i en tid niir numeriska metoder och smavagor (wavelets)
blir alltmer dominerande. Det som da frimst talar emot dem &r att de inte &r
vilkénda, och det som talar for dem dr framst deras anmérkningsvirda enkelhet.

Anviandbarheten av ett ortogonalsystem beror till stor del av om det gar att ex-
plicit berdkna koefficienterna i serieutvecklingen av givna funktioner. Fér de system
som presenterats i denna uppsats sa kan de integraler som ger koefficienterna ofta
tolkas som Poisson-integraler, vilket gor mojligt att faktiskt rékna ut koefficienter-
na.
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Jag vill i detta sammanhang ndmna att dven om jag nir jag letade efter dem
skulle ha hittat dem i nadgon av de bocker, exempelvis [1] eller [2] dér de faktiskt
ar omnidmnda sa dr det inte sékert att jag skulle ha kint igen dem. Anledningen &r
att viktsfunktionen for Meixner-Pollaczek polynomen med parametern A\ beskrivs
som |T'(A + iz)[? (dér T &r Eulers I-funktion) och det é#r inte helt sjdlvklart att
jag skulle ha insett att for A = % sa dr detta samma sak som 1/coshmx. Det ér
ur standardformen pa polynomen inte heller uppenbart att de i sin icke normerade
moniska form verkligen har heltals-koefficienter.

Den mest i6gonenfallande egenskapen hos de tva systemen ar ju ndmligen detta
att de i sin moniska form har heltalskoefficienter, medan normerna ér n! (resp. v/2n!)
och eftersom denna egenskap inte kan gélla for alla system som beror kontinuerligt
av en parameter, sa innebér det att systemen {7, } (och {0, } fortjinar att studeras
for sig sjilva och inte enbart som del av en storre familj.

Det andra systemet {0, } forefaller pa sitt och vis vara intressantare. Forst och
frimst sa dr det inte ett system av ortogonala polynom (i strikt mening) eftersom
viktsfunktionen inte ar ett matt pa reella axeln, utan ar istéllet en bas fér de analy-
tiska funktionerna i bandet S = {z | =1 < $(z) < 1}. Det som férmodligen minskar
deras intresse &r att det naturliga séttet att representera funktioner i bandet dr som
Fourier-integraler (Paley-Wiener teori), men eftersom funktioner definierade i ett
band &r oerhort viktiga i manga sammanhang, sa bor alla “naturliga” sétt att
presentera dem vara vilkomna. Systemet kan f.6. kompletteras med de konjugera-
de funktionerna o7 (x) = &,(x) och utgor da en ortogonal bas fér de harmoniska
funktionerna i bandet.

Det kan ocksa nédmnas att momenten ji, = p,(%) har intresse i kombinatorik.
De kallas for Bernoulli-tal och de forsta &r 1,0,1,0,5,0,61,0,1385,... . Det géller ocksa

att
. 2n(2n — 1),“27172 7T2
lim =
nvos 2 1
Som en sista kommentar vill jag dels papeka att jag i denna uppsats inte dis-
kuterar fullstindigheten hos systemen, dels erkdnna att det inte var jag som insag
hur ortogonaliteten skulle bevisas. Jag hade anvént den genererande funktionen for
att beriikna normen hos polynomen, men det var Svante Janson som papekade for
mig att den ocksa kunde anvindas for att bevisa ortogonaliteten.
Avslutningsbevis vill jag ndmna att fullstindiga bevis for alla satser finns i en
rapport fran matematiska institutionen vid Uppsala Universitet forfattad av Tse-

haye Kahsu Araaya.
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