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Josef.Schwan.6616@student.uu.ss

Denna text dr tdnkt att fungera som diskussionsunderlag till ndstkommande lektion.

Texten borjar med en diskussion kring Norm, Skaldrprodukt och Projektion. Ddrefter féljer
fyra exempel pd losningar till geometriska problem i R3. R3

Norm

Normen betecknar lingden av en vektor. Normen for en vektor v = (a, b) i R3?
definieras ||v|| = Va? + b?, vilket f6ljer ur Pythagoras sats (se fig. 1).

Fig 1.
Yi
LR v=(a,b)
X vl = Vaz ¥ b2,
Trevligt nog kan denna definition expanderas till ||v| = \/uf +uZ + -+ u2 foren

vektor u = (uq, Uy, ..., uy) i R™.

Om vi istdllet ar intresserade av avstdendet mellan tva punkter A = (a4, a,, ..., a,) och
B = (by, by, ..., by) iRn farvi |AB|| = /(ay — b1)? + (a; — bp)% + -+ + (@, — by)?
(avstandsformeln).

Vad ar en skaldarprodukt?

I R? definieras skaldrprodukten u - v = ||ul|||v||cosa (1) for tva vektorer u och v separerade

< b

med vinkeln a. Vi vet att for en triangel a giller cosa = % , vilket kan skrivas

som a = ¢ * cosa (2). Viritar en bild av tvd vektorer u och v med samma ursprungspunkt
och vinkeln a emellan sig.

I bilden har vi ocksé satt ut en vektor w, vilken &r v’s komponent ldngst #. Da far vi ur (2) att
llwll = ||v|lcosa (3). Vid inséttning i (1) far vi u - v = ||u||||w|| (4), ddr w &r v’s komponent
langst u. Alltsé, skaldrprodukten skapar tva parallella vektorer och multiplicerar deras
langder.

Anm. I R" definieras skaldrprodukten av vektorerna u = (uq, Uy, ..., Uy,) och
V=,V ., V), U V= (U —v) + WUy —vy) + -+ (U, — ).
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Projektionsformeln

Med hjélp av projektionsformeln w = proj,u = ﬁ a kan vi berdkna en vektor u’s

komponent w lingst en vektor a. Diskussionen runt skaldrprodukt kan vi féorhoppningsvis

gora projektionsformeln mer greppbar. Om vi tinker oss att vi befinner oss i R? och sitter in

(1) 1 projektionsformeln far vi w = proj,u = lulllallcosa o _ Nulcosa

1
= a = ||lujjcosa—a
llall? llall el llall =

men ﬁ a ir enhetsvektorn e, till a och enligt (3) ér [|[w|| = |lullcosa. Vi fir w = proj,u =

||[wlleg,. Ur detta ser vi att projektionsformeln multiplicerar enhetsvektorn till @ med langden
av u’s komponent léngst a, vilket forstds ger u’s komponent ldngst a.

Losningar till avstindsproblem i R’

Avstdndsproblem i R? kan ldsas pd ett mdnga olika scitt. Nedan foljer ndgra exempel pd
ldmpliga metoder frdn den hdr kursen. Vi borjar med att finna avstandet mellan en punkt och
ett plan, med hjdlp av en linje vilken gdr genom punkt och dr ortogonal mot planet.

Exempel 1. Finn nédrmaste punkten och avstandet mellan en punkt P(1,2,3) och ett plan
m:x—b+z+1=0?

Vi ritar en bild.

n=(1,-1,1) lp: (1,2,3)

Vi soker en punkt Q € m pa en linje L genom P som &r ortogonal mot r. Dérefter berdknar vi
avstandet mellan Q och P.

n=(1,-1,1) ar en normal till = och dirfor en riktningsvektor till L. Vi berdknar linjen L’s
ekvation L: (x,y,z) =P +tn=(1,23)+t(1,-1,1) =(1+¢t,2—-t,3+1t),t ER.

L’sekvationgerQ EL=Q(1+¢t,2—t3+1t).

Vidare farviQen = (1+t)—-2-t)+B3+t)+1=0<=3t+3 =0t = -1,
vilket gert = —1 = Q(0,3,2).

*Ibland dr det anvindbart att kunna skapa en vektor med en viss riktning och ldngd 1. Frdn en vektor v kan vi skapa en
1

vektor e,, = 0
v

v, som har samma rikting som v och ldngd 1. En sddan vektor kallas en enhetsvektor till v.
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Avstandet mellan  och P ges av ||@|| = \/(1 —0)2+2-3)+(3-2)>=vV1+1+1=
V3

Svar: Avstandet mellan punkten P och planet 7 4r V3 Le.
Ibland dr det 6verflodigt att anvinda hela linjen utan det fungerar lika bra eller bdittre att
anvdnda en vektor ortogonal mot ndagon eller bada objekten.

Exempel 2. Finn avstandet mellan linjerna L,: (x,y,z) = (1,1,1) + t(1,0,0) och
Ly:(x,y,z) =(-1,0,1) +s(0,1,1) t,s€E€ER.

Vi ritar en bild

Q(-1,s,1+s)

Vi soker de punkter P € L, respektive Q € L ,, for vilka ﬁ’) 1 Ly, L,, och vill direfter
berdkna avstandet || QP || .

Eftersom P och Q ligger pa L; respektive L, fér vi
Pel,=P1+t,1,1)och QeL,=0Q(-1s,1+s)=QP=2+t1—5,—5).

Vidare giller @ 1L,L, = @ = @ -1, = 0, dir betecknar /; och /; betecknar
riktningsvektorerna for L, respektive L,.

Men l; = (1,0,0) och [, = (0,1,1) dr kénda och vi kan utfora foljande berékningar
0=0QP-ly=2+tet=-20h 0=QP -, =s+1+ses=—-1=0P=(022).

(Ur detta kan vi forstas ocksé finna punkterna P och Q om vi skulle vilja.)

10 \/_
lop|| = /

Svar: Avstandet mellan L; och L, dr — 1 e.
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Exempel 3. Finn avstandet mellan punkten P(1,1, —1) och linjen L: (x,y,z) = (2,1,0) +
t(0,—1,1) t € R. Finn dven den punkt pa L som ligger ndrmast P.

Vi ritar en bild

Vi soker en vektor @ med hjélp av L’s ekvation, Q € L = Q(2,1 — t,t) = QT =
(=1, t+,—-1-1).

Vidare géller att @ 1L= QT -1 = 0 d& avstandet ||@|| som kortast.

Eftersom vi kénner riktningsvektorn [ = (0, —1,1) kan vi berdkna
0=QP - l=(-D)*0+tx(-D+(-1-)x1=—t—-1-t=-1-2t=—2=

= (-1-3-2).

2

Avstandet mellan L och P ges av ||Q7|| = \/(—1)2 + (— —)2 + (— —)2 = S =X

Svar: Avstandet mellan L och P ar ? Le.
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Ni vet redan att avstdandet mellan en punkt och ett plan kan berdknas med hjdilp av
avstandsformeln for en punkt och ett plan. Nedan foljer en beskrivning av hur man med hjdilp
av ortogonal projektion hdrleder avstandsformeln. Ddrefter foljer ett exempel som visar hur
man kan berdkna ett sadant avstand utan att komma ihdg sjdlva formeln, om man vet teorin
bakom.

Hur kan vi beridkna avstdendet mellan en godtycklig punkt P € R® och ett plan 7: ax + by +
cz+d =0 a,b,c€R?I figuren nedan ser vi att avstdndet d mellan en punkt P € R3och

en punkt Q € m ges av langden av vektorn @’s komponent langst normalen till 7. Det vill
sdga, ldngden av QP’s projektion pa n.

P (xo0, Y0, 20)
TT
Q(x,Y,2)

Vi berdknar

- Ap|| — 1ePn| _ [ePn| _ JaGxo-0)+bo-y)+e(zo-2)| _
Iprojn@P| =%z Inll = “0F = JaZ+b2+c2 -

d=—-ax—by—cz _ laxo+byo+czo+d| . 1 . o

[en ligt planets ekva tion] v vilket vi kénner igen som avstdndsformeln

mellan en punkt och ett plan.
Exempel 4. Finn avstandet mellan en linje L: (x,y,z) = (1,1,2) + t(1,—1,1) t € Rochett
planm:x +2y+z—2=0.

(Notera att L och m maste vara parallella for att inte skdra varandra. Testar genomn -l = 1 *
1+2+x(-1)+1x1=1-24+1=0=L L n= L |l m,dérl ar Ls riktningsvektor.)
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Vi ritar en bild
n=(1,2,1)4 (1,1,2)
L TT
d
°Q(0,1,0)

I det hér fallet anvander vi projektionsmetoden. Vi véljer en punkt Q(0,1,0) i  och en punkt
P(1,1,2) pa L, vilket ger vektorn Q_P) = (1,0,2). n = (1,2,1) &r en normal till 7.

Vi far da
d = || roj. ﬁ” — |ﬁn| ”n” — |ﬁn| — |1%1+0%2+42%1| _ m _ ﬁ
PO lInl? lInl V2122412 V6 2°

Svar: Avstandet mellan L och 7 ar g le.

Anmdrkning: Det gar forstds bra att forst berdkna ﬁ 's vektorkomponent lingst n ddrefter
ldngden av denna. Da slipper ni fundera 6ver hur ni ska hantera absolutbelopp och normer i

—_ . ap_@Pn_ 3 _ (L 41 _/12 2 1% _
projektionsformeln. v = proj,QP e (1,2,1) = (2, 1, 2) = ||lv|| = S 1P +o =
6_Ye
4 2

Ndgot att fundera 6ver — hur kommer det sig att vi kommer fram till avstandsformeln for
avstdandet mellan en punkt och ett plan dven i detta fall? Obs! Metoden fungerar pa samma
sdtt ndr man vill bestimma avstdandet mellan tva parallella plan.

De tre metoder som presenterats ovan ldmpar sig olika vdl for olika problem. I de flesta fall
rdcker det att ldra sig en l6sningsmetod, men det kan bli komplicerat. Férsok vilja metod
efter vad som ger enklast losning. Ortogonal projektion dr till exempel inte att rekommendera
om man inte har en ldmplig normal att projicera pd.

Lycka till
Josef



