Rren b indss

AVRUNDNINGSRIKSDAG ?

OM SANNOLIKHETEN ATT EN VALJARMINORITET BLIR EN RIKSDAGSMAJORITET

Svante Janson, Matematiska institutionen, Uppsala univ.*

SAMMANFATTNING

En situation som den svenska med tvd partiblock studeras. Sanno-
likheten berdknas £6r att ett visst block far mandatflertal vid givna
réstetal £f6r blocken men med (delvis) slumpmissiga fdrdelningar inom
blocken. I Sverige visar sig risken vara stor f6r att blocket med
flest rdster #ndd inte fAr riksdagsmajoritet, om skillnaden mellan
blocken ir mindre #n 10 000 rdster. Vidare ger valsystemet det borger-
liga blocket en fdrdel motsvarande knappt fyra r8ster. Som en jim-
fﬁrelse studeras tv3 andra metoder. Valkvotsmetoden visar sig vara

ndgot bittre #n uddatalsmetoden, men skillnaden #r liten.

O, INLEDNING

Huvudproblemet vid proportionella val #r att mandat inte kan
delas, och ddrfdr anvinds olika valsystem f6r att pa ldmpligt sdtt
avrunda de ideala, exakt proportionella, mandattalen till heltal.
Med fler dn tva partier finns di en risk att ett eller flera partier
tillsammans far en majoritet av rdsterna men inte av mandaten. Detta
aktualiseras av riksdagsvalet 1979 d& M + C + Fp fick en rSstover-
vikt motsvarande 0,55 mandat Sver S + VPK. Nu fick de ju ocksd ett
mandat mer, men en annan fdrdelning av r@sterna inom blocken kunde
ha givit ett annat resultat. Sak samma gdller f&r valet 1973 dd den
socialistiska rostdvervikten motsvarade 0,26 mandat, och vi fick den
s.k. jimviktsriksdagen med lika mdnga mandat £6r bada blocken. Med

349 riksdagsledamSter redan di hade majoriteten blivit borgerlig.
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*Denna forskning har delvis skett med st8d av Matematiska fSreningen

i Uppsala.




Syftet med detta arbete #r att, for givna sammanlagda rostetal
for blocken, berdkna sannolikheten f6r en "avrundningsriksdag' dir
det ena blocket fir majoritet trots en r8&stminoritet. Det antas att
résterna fOrdelas slumpvis inom vardera blocket, men det kommer att
visa sig onddigt att antaga att alla r8stfdrdelningar inom blocken
dr lika sannolika. Det ricker med det mer realistiska antagandet att
r8ster motsvarande ndgra fa mandat omfdrdelas slumpvis inom blocken.

Den (jidmkade) uddatalsmetoden anvinds genomgdende, men i av-
snitt 8 gdrs jamfdrelser med d’Hondts metod och valkvotsmetoden,

Tvéd enkla fall, med 3 resp. 4 partier, behandlas geometriskt i av-
snitt 3 och 4, medan det aliminna fallet behandlas algebraiskt i av-
snitt 5. Ndgra andra slutsatser ur samma berdkningar dras i avsnitt 7.

Féreliggande arbete inspirerades av [3] som studerar problemet
med simulering. Simulering har ocksd anvints i1 andra undersBkningar
av valsystem. t ex [2] och [4]. En omfattande litteraturfdrteckning

finns i [4].

1. SVERIGES VALSYSTEM

T Sverige anvidnds enligt 3 kap. 8 § Regeringsformen den jdmkade
uddatalsmetoden. "Vid frdelningen ... tilldelas mandaten ett efter
annat det parti som f6r varje ging uppvisar det stbrsta jimfdrelse-
talet. Jimfdrelsetalet berdknas sd ldnge partiet #nnu ej tilldelats
nagot mandat, genom att partiets rdstetal delas med 1,4. Ddrefter
erhdlles jimfdrelsetalet genom att partiets rdstetal delas med det
tal som #r 1 hogre d#n dubbla antalet mandat som redan tilldelats
partiet" (14 kap. 9 § Vallagen).

Metoden kompliceras i Sverige av att mandat fdrdelas valkretsvis.
Men det sammanlagda antalet mandat f£8r varje parti bestdms av regeln
ovan med hela riket som en valkrets; valkretsindelningen #r alltsa
ovidkommande f&r vdra syften. Dessutom finns en spirregel: ett parti
maste ha minst 4 7% av rdsterna (eller 12 Z i en viss valkrets) for
att f3 ndgot mandat alls. Darfdr betraktar vi endast omfdérdelningar
av rdsterna som inte minskar ndgot partis rdstandel till under &4 Z.
Detta dr ingen allvarlig inskrinkning eftersom det #nd3d #r orimligt
med stora féridndringar.

Vi antar alltsd att riksdagspartierna #r givna, och vi kan helt




bortse fran smapartierna utan mandat. Jimkningen, att forsta divisorn
dr 1,4 och inte 1, #r ocksd en spirregel som inte péverkar dem som
vidl har fatt mandat. Den 3r alltsi betydelselds fdr mandatantalet.
(Ddr~~~t plverkas fdrdelningen inom partierna mellan olika valkret-

sar).

2, BETECKNINGAR

L3t n wvara antalet partier och M antalet mandat som skall
fbrdelas mellan dem. Det i:te partiets r8stetal betecknas med Ri
och dess anta; mandat med Mi . LAt vidare R wvara totalantalet
roster (pd riksdagspartierna) och definiera de reducerade r8stetalen

r, som RiM/R , dvs de exakt proportionella mandattalen.
n

1 n n
Det gidller alltsd att YT R, = R och T M, =73 r, =M.
1 1 1 1 1 1

F6r uddatalsmetoden gédller

R. R.
L < ]

M, +1 — M, -1 °
i i

i, =1, eoe 1

och dessa olikheter bestimmer mandatfdrdelningen entydigt utom da
likhet gdller i ndgon olikhet. I detta undantagsfall &r flera mandat-—
férdelningar mdjliga och i praktiken tillgrips lottning. I fortsitt-
ningen férsummas detta fall, och jag kommer att underlata att upprepa

denna reservation som egentligen borde std vid n#stan varie olikhet.

-

Partierna #r uppdelade pd tvd block med n” och n”~ partier.

R” och R™ #r blockens ristetal, R; det £or parti i i block I osv.

3., 1+ 2 PARTIER

Vi antar att n = 3, att partierna 2 och 3 bildar ett block

och att M #4r udda. R~ = Ry och R™"= R, + Ry ir givna.

For att parti 1 skall fa bl;l mandat (dvs. majoritet) krdvs att

R R R R
- » 3«»15—21541-1:’1«1-14==>
2, +1 0 2, )
= R, < (2M, + 1)R; /M och
R Ry = Ry < (M + DR /M = (1= 20)R; M o=

= (2M,+ )R /M > Ry > R =R+ MR, /M
Om R, uppfyller dessa olikheter £0r nagot M, far parti 1

majoritet, annars inte. Se fig. 1.
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Fig. 1. 1+2 partier. Parti 1 fér majoritet om R, ligger i ett av

2
de streckade tntervallen.

De for parti 1 gynnsamma intervallen har lidngd R*/M+R™=R”™ och

de ogymnsamma R”/M+R™=R7. Om nu R2 ir slumpmdssigt fOrdelad

blir sannolikheten att parti 1 far majoritet

R"/M + R™= R™”
2R™/M

M
2R”

R, (r"=-r77) .

1
=gt 2R

R"Y) = 1
(R )_2
(Om -1 < (R“=R7)M/R” < 1, annars ir utglngen given oavsett RZ')

D& R m~ R/2 kan vi approximera sannolikheten med -% +r7 -7,

4, 2+2 PARTIER

Med 4 partier, grupperade tvd och tvd, kan vi dskadliggdra man-—
datférdelningen med en rektangel med sidorna R”™ och R™™. En rost-
frdelning representeras av punkten med koordinater Ri och Ri’,

" och omridena dir block I far majoritet streckas, se fig. 2. Det

antas att M dr udda.

For att block I skall f& M+1)/2 mandat krivs att

Ri N ?é’ Ri Ri’ _ R - Ri’ R™- Ri i Ri RE’
2M1 1 ZMl +1 ° 2M1-1 2M£’+1 M - ZMi’ i M-ZMI ZMé-—l Z-2MI’+1
och

s g -
17 1

Om R™ > R”, men skillnaden inte #r stSrre 4n att block I kan fa
majoritet, dr detta fyrhdrningar, en fdr varje Mi och Mi’, som
inte Overlappar varandra. (Komplikationerna vid randen spelar ingen
roll.) FyrhS8rningarna har olika form, men elementdra berikningar
visar att alla har en horisontell diagonal 2R""/(M+1) + R™ - R™
och en vertikal diagonal 2R"/(M-1) + R™ = R™", och alltsd har alla

samma area (2R™"/(M+1) + R™ -~ R™)(2R"/(M=1) + R~ = R™) /2 .
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Fig. 8. 2+ 2 partier. Block I fir majoritet om rostetalen hamar <
ett av de streckade omrddena.




Eftersom fyrhSrningarna ligger p& avstdnd 2R™"/(M+1) och
2R"/(M+1) frin varandra, Ar sannolikheten fdr majoritet £6r block I

= den del av arean som ligger i fyrh6rningarna =

= (2R°7/M +1) +R™-R™7). (2R"/(M-1) + R"=R™7) (M+ 1) (M- 1)/8R"R™" =

@ +R7- MR RO

((M-kl)R’"“(M==1)R")2/8R’R”’ 5 5
2(R"+R77)" = (R -R7)")

1t

1- G- r)n?

i 2(1-(x7"~ r’)z/Mz)

m (1= (= t°N2/2 .

5. DET ALLMANNA FALLET

I princip fungerar det geometriska resonemanget i féregdende
avsnitt Sven for 5 partier, men vi nddgas dd betrakta stympade
dubbelpyramider i tre dimensioner och rdkningarna blir besvirliga.
Fn av komplikationerna med fler #n fyra partier &r att blocket med
réstminoritet t.o.m. kan f& flera mandats majoritet. Lat ddrfdr
m~ och m~~ vara heltal s att m” + m™~ = M. Vi skall berdkna
sannolikheten f6r att block I fir minst m”, och alltsd block II

hdgst m™”, mandat d& R~ och R™ &r givna. Detta intrdffar om

n
och endast om det finns heltal m{ och mi’ sd att ¥ mi =m" ,
n~ 1
Y m:"=m"" och
1 i
R{ Rg’
> = R - = Yo ielel
=1 2 Tmosr e T b p=1 o
1 3
dvs.
R{ Rj’
S T 3
N m -1 = ™ ImT+
1 1 1 h|

L&t A beteckna minimum av hdgerledet for alla tilldtna val av

m” ...m .. A beror pd& R;” ... R'Z. och dr alltsd en slump-
1 hal 1 n &
variabel som #r oberoende av Ri o R;).

Block 1 far alltsi minst m~ mandat om det finns mi med

-

X mi =m och

-

i

==}

RY RY
= > A &

1
[, + =,
2m, -1 2

i

>l

-1 &> m. <
. =

Eftersom m{ skall vara heltal #r detta mdjligt precis dd summan




av heltalsdelarna [Ei.+ lJ dr minst ~, Info X, = R£ + 1]
. H_ZA 2-' mln m . nror i E‘K 2
- E%-, m.a.o. avrundningsfelet d& R£/2A approximeras med ndrmaste
1 1 o . . .
heltal. =-EV§ Xi <-§ och vart antagande att rostetalet Ri varie=

rar slumpvis tolkar vi som att Xi ir likformigt fdrdelad pa
(-1/2, 1/2) £6r varje A . S3dana slumpvariabler kallas i fortsdtt-

ningen fdr avrundningsfel. Xi’ i=1...n", & inte oberocende, ty

- -

n n

L X, skiljer sig med ett heltal frdn I RE/ZA . Vi uppfattar

1 1

Xl ... X _ som erhd8llna ur n~ oberoende avrundningsfel genom
n

betingning med detta villkor pd summan. Detta medfdr att A,

ir oberoende, men att dessa bestdmmer Xn, . Lat

Vi kan skriva villkoret for att block I skall f& minst m~

mandat som

TN
n"-1 R; R;, 1
LR g tgm
R” 1
B s o7 e §F - o
SAZT™ T8 T

R” -

2m” - 28" -1 —

Kalla vinsterledet f6r B . Enligt definitionen av A betyder den
n--

sista olikheten att det finns mi’ oo m;i, med % m: = m~” sd att
R.” RY” 1
B2ty T oM Zu 7o
! RE‘ R;’ 1 n~""-1
Som ovan far vi med Yj =55 75 * 5} och 87 = % Yj .
ol RS R
mt 2 Gyt Y)Y Yt T2

och

m™ 4+ 87 + 1/2 > R77/2B .




Slutligen kan detta skrivas om pd f0ljande sdtt:

R*(2m™ + 287" +1) > R™"(2m~ - 28° ~1)

2R7S™ + 2R™S” > 2R m” - 2R"m™ - R = 2Rm”~ - 2R"M - R

2R” .. 2R™” . - -
== 87T ¢ S 8T >’ - 2r7 -1 (1)
Hir #r, enligt ovan, S~ och S obercende summor av n” -1 resp.
n™” -1 avrundningsfel.
Om vi som tidigare antar att M #r udda och viljer m™ = (M+1)/2

ser vi att block I far flest mandat om

2R” g~ 4 2R
R R

ST >M=-2r" = ¢r7"= 17, (2)

Dad R” » R™ kan vi approximera sannolikheten f&r detta med

P(S™"+ §7 > 7" -1r7) = Fn_z(r”-—r’”) , didr F ir férdelnings-

n—2
funktionen £8r en summa av n -2 oberoende avrundningsfel.

F6r ldga n kan Fn—z 1dtt berdknas och vi finner de approxi-

mativa sannolikheterna £6r att block I far majoritet:

n=3 r" -7 + 1/2 ~%-§.r‘— r”f_%
n =4 (v - ¢~ +1)2/2 : -1 <= 1r7<0 3)
(x7 -7 + 3/2)2/6 “%f_ 7 r”iw%
n = 3 1 1
1/2+3(" -c™) /4 = (x" =) /3 mi-ﬁ_r’— r"£~§
For stérre n kan vi approximera med normalfdrdelning. Eftersom
. " - - e n-—2 "
standardavvikelsen for S  + S ar VLTEw- gidller
o . 12 - o
P(block I fir majoritet) & & Efji-(r - r)).

I Sverige, med n” = 2, n”” =3 och M = 349, visar (3) att
sannolikheten for "fel" riksdagsmajoritet &r ca 1/4 wvid 5 000
résters skillnad mellan blocken och 1/10 wvid 10 000 r8sters

skillnad; didrefter avtar sannolikheten snabbt.




1979 var R™ = 2661 654 , R™= 2670 058 och r”" =-¢""=~0,550
vilket enligt (3) gdve de socialistiska partierna sannolikheten
14,3 % att vinna om rdsterna inom blocken fdrdelades slumpvis. Jfr
[3]. 1973 var M = 350 och r” =t = 0,26 . Med dessa siffror fin-
ner man ur (1) sannolikheten 7,4 7 fbr socialistisk majoritet, 0,2 %

f6r borgerlig och 92,4 7 £8r jidmvikt.

6. EN MYCKET LITEN ORATTVISA

Approximationen (3) ovan #r symmetrisk och ger ingen fdrdel at
ndgondera blocket. Likasi ger den exakta formeln (2) samma chans &t
b&da blocken om de fir lika minga rtster. Om blocken bestdr av olika
minga partier finns #ndd en liten fdrdel f6r det stdrsta blocket.
2R~ 2R™7

- + - © m  fn
R S = 5 far stbrre sprid

Orsaken dr att "slumpfaktorn"
ning d& det minsta blocket fdr flest rdster. Detta visas bland annat
av att antalet r8ster som behdvs for att sdkra segern f6r block I

-

iy RM+n"-1)/@2M+n"-n"") vilket om n~ < n ir lite mer dn

RM+n~"" -1)/(2M+n"" -n~) som block II behdver. (Dessa vdrden fol-

jer ur (2), men kan ocksd erhdllas enklare.) Skillnaden #r dock litenj

R(n-*Z)(n”-n”)/(&MZ-(n”-»n’)z) (~75 rbster vid riksdagsvalen).
Det #dr mbjligt att beridkna exakta uttryck ur (2) motsvarande

(3) ovan. Detta inkluderar fallen i avsnitt 3 och 4, men f6r n > 5

blir berskningar och uttryck ritt komplicerade. Istdllet skall vi ge

ett enkelt uttryck £6r den genomsnittliga ordttvisan. Vi omformar (2)

till
2R~ " . . P
= (8 87) + 287 >M =2 =R
RT,_ M-25" I
R Z2(M+S™ -87) 2 2(M+S877 =59
- - »»2
1 S~ +877 S” =8 S$” -8
= = - + ...). (4
5= T (L P+ G ). (@)
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Vintevédrdet av antalet rdster som block 1 behSver f6r seger dr diarfor

-2 el
RUUY S it O

R ST +S8T" | (S7+ §7) (S 7= 577)
2

=+ — RE(
2 M
2 2M2 2M

R(n"=n"")
— 5

-R_
2 24M

R(n™" = n”)

24M2

medan block 2 gynnas med lika mycket. Totalt ger alltsd uddatals-

metoden det stbrre blocket en fdrdel motsvarande Bﬁﬁw_;iﬁwl
—— - 12

= E_T%ﬁﬂ_ mandat. Vid svenska riksdagsval #r detta mellan tre och

Block 1 missgynnas alltsd systematiskt med

rOster,

réster =

fyra rOster i borgerlig favdr.

7. ANDRA SLUTSATSER

Enligt (1) far block I minst m~ mandat om

- 1, 2R™ .. -
+ o S —
5 v R S7T o+ R 57 .

m < r

-

Detta visar att antalet mandat dr heltalsdelen av hdgerledet, dvs.

avrundat till nirmaste heltal. r~ #r det exakt proportionella

mandattalet, och vi kan &nyo tolka 3%}-5”’ + 3%}-5‘ som ett

slumpfel.

Speciellt kan vi studera antalet mandat for ett parti. Vi be-

-

traktar di alla Svriga partier som ett blocky; n"=1 och n™"=n-1.

S~ #r noll och S”° dr summan av n=-2 oberoende avrundningsfel.
2R,

" . o i e .
Antalet mandat f6r parti 1 &r alltsa . + = S avrundat till
ndrmaste heltal. Detta visar att uddatalsmetoden tenderar att ge

stdrre fel till stdrre partier. S& linge partiet dr litet &r

2R,
—21 §* litet och antalet mandat #r nistan alltid . avrundat.

R

Felet Mi=-ri ir ddrfor periodiskt. I stort sett Skar spridningen

dd rostandelen Okar. Vintevidrdet av felets belopp Okar men vidnte-
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vdrdet av felet minskar eftersom positiva och negativa fel tenderar
att ta ut varandra och periodiciteten fdrsvinner mer eller mindre
[4]. Fér stora partier kan felet bli flera mandat (jfr [1]) men det

relativa felet dr ungefdr konstant.

8. ANDRA VALMETODER

Det &r vidlkédnt att d’Hondts metod missgynnar smd partier och
ddrf8r block med minga partier. En hirledning parallell med avsnitt

5 visar att sannolikheten f&r att block I fir majoritet Hr

2R . - - - g — - — - <
R 87> 7= 17 + n’- n%—)NP(S +8" > r7-r +E~—E~),

2R7 ..
P(T ST+

ddir S~ och S°° &nyo dr summor av n” -1 resp. n’ -1 oberoende
avrundningsfel. Partisplittring bestraffas alltsid med ett halvt
mandat per parti (obercende av storleksfdrhdllandena inom blocken)
men £8r Svrigt (och speciellt om n” =n"") blir det approximativt
samma resultat som £8r uddatalsmetoden.

F6r valkvotsmetoden visar en liknande, fast enklare, hirled-
ning att (1) och (2) ersdtts av

207 gy ———22 $” > 2m”-2r" -1

resp.,

- -

8" > 7= 17,

2n~ g 4 2n"”"
n n

ddr S och 8§77 &r som ovan.

Om blocken bestir av lika minga partier ger detta (3) vilket
ir mycket ndra uddatalsmetodens (2) (approximationen (3) 4r spe-
ciellt bra d& n” = n"", jfr avsnitt 6). Om blocken bestar av olika
mdnga partier blir diremot resultatens spridning, och sannolikheten
f6r en avrundningsriksdag, mindre fdr valkvotsmetoden #n f6r udda-
talsmetoden. Detta visas dels av att den majoritet som block I be-
héver f6r att vara garanterad seger &r r -t~ >2n"n""/n-1 £or
valkvotsmetoden, men =~n/2 -1 wvilket dr mer £6r uddatalsmetoden.
n~ =2 och n™"=3 ger grinserna 1,4 resp. 1,5, vilket i riks~
dagsvalen svarar mot ca 21 500 resp. 23 000 réster. Vi kan ocksa
som i avsnitt 6 berikna antalet rdster R~ som behdvs fOr seger

och berdkna spridningen E(R’-—R/Z)2 . Fdr uddatalsmetoden far vi

approximativt
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2 2
E(zgﬁ(s’ + 59)% = R2 (52 2 R
4M 48M

och f£8r valkvotsmetoden

B2 0@ -1)+ 02w - 1)
?
M 12n2 :

R on™ .., 077 .02 _
E(E—(:—S +'I-1—S)) =

vilket dr mindre d8 n” # n™” ., F6r n” = 2 och n" = 3 H4r kvoten
mellan de tvd uttrycken 68/75 . Denna kvot, eller snarare dess
kvadratrot v68/75 m 0,95 Hr ett mitt pi skillnaden mellan de tva
valmetoderna i detta avseende.

Dessutom kan det papekas att valkvotsmetoden enligt ovan verkar
helt symmetriskt utan att systematiskt gynna négot block dven om dessa
dr av olika storlek.

Om vi slutligen, liksom i avsnitt 7, studerar ett enstaka partis
mandattal far vi £8r valkvotsmetoden T, t $”” /n avrundat till
ndrmaste heltal. Slumpfelet hdr, S”"/n, 4r stdrre #n uddatals-—
metodens RiS”/R f6r partier under medelstorlek men stdrre for
stbrre partier. (8°” betecknar olika men likafSrdelade slumpvariabler
f6r de olika metoderna.) Valkvotsmetoden definieras av att totala
felet I lri.ﬂMi! skall vara s litet som mdjligt, men vi ser att

uddatalsmetoden i genomsnitt inte #r mycket simre [2].

9. SLUTSATS

Sannolikheten for att fel block fir riksdagsmajoritet #r stor om
marginalen mellan blocken H#r mindre dn 10 000 rdster. Att margina-
lerna har varit s& smi tvd ginger under 70-talet visar att det
finns en avsevird risk £f6r en "avrundningsriksdag". Detta &dr dock
knappast ndgon orsak att #dndra valsystemet. Valkvotsmetoden &r
visserligen ndgot bdttre, men skillnaden &r liten. De smd margina-

lerna fir snarare skyllas pi vdljarna #n pd valsystemet.
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