NORMALAPPROXIMATION FOR SANNOLIKHETEN FOR
ATT FELAKTIGT HANTERADE ROSTER PAVERKAR
MANDATFORDELNINGEN

SVANTE JANSON OCH SVANTE LINUSSON

1. INLEDNING

Antag att det &r néstan jamnt mellan tva partier A och B vid férdelningen
av sista mandatet i en valkrets." Antag ocksa att nagra roster blivit felrdkn-
ade, antingen sa att de inte ridknats fast de borde, eller sa att de ridknats
fast de borde bedémts som ogiltiga. (Bada felen kan ha forekommit sam-
tidigt.) Hur stor dr sannolikheten att de felriknade rosterna har paverkat
mandatfordelningen?

Vi utgar fran att mandaten fordelas med jimkade uddatalsmetoden, vil-
ken anvinds for alla allmédnna val i Sverige.” Vi betraktar hir bara man-
datférdelningen mellan partierna, och bortser fran mojligheten att felriknade
personroster kan ha paverkat vilka personer som valts pa mandaten. Vi bort-
ser ocksa fran fallet att de felriknade rosterna kan paverka vilka partier som
kommer 6ver spérren pa 4% vid riksdagsval eller 3% vid landstingsval.

Vi antar att de felrdknade rosterna inte skiljer sig fran typiska roster i
valkretsen. Vi antar ocksa att de kan betraktas som oberoende av varandra.
(Om dessa antaganden &r rimliga maste bedémas fran fall till fall.) Vi kan
alltsa berdkna sannolikheten genom att lagga till resp. dra ifran motsvarande
antal slumpvis valda roster, med samma fordelning som de riknade rosterna.
Har bada typerna av fel forekommit drar vi forst bort och ligger sedan till
resp. antal; observera att vi inte kan kvitta felen mot varandra.

I [1] visar vi hur exakta berdkningar kan géras av sannolikheten for att
felen skulle &ndra mandatférdelningen. Har beskriver vi istéllet en enkel for-
mel som bygger pa approximation med normalférdelningen. Exempel visar
att formeln langtifran dr exakt, men den &r ofta anvandbar for att uppskatta
storleksordningen pa sannolikheten, vilket normalt &r allt som behtvs. Ap-
proximationen har ocksa fordelen att ge en enkel formel, som pa ett enkelt
(om &n approximativt) sétt visar hur sannolikheten beror pa inblandade
parametrar som antalet felriknade roster, partiernas storlek, m.m.

22 februari 2011.
'Eller vid fordelningen av sista utjimningsmandatet i ett riksdagsval eller landstingsval.
I detta fall betraktas hela riket resp. linet som en valkrets.
2F6r en beskrivning av metoden, se t.ex. Valmyndighetens information pé
http://www.val.se/det_svenska valsystemet/valresultat/mandatfordelning/
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Formeln ges i avsnitt 2 med bevis i avsnitt 4, medan ett antal exempel
ges och diskuteras i avsnitt 3.

Bakgrunden till denna rapport ar delvis ett direkt 6nskemal fran Valprov-
ningsndmnden om en lathund som beskriver nir man behover gora exakta
berékningar som i [1] och nir man med sékerhet kan séga att sannolikheten
ar sa liten att det inte behovs. Vi vill understryka att detta arbete inte ar
en firdig sadan lathund. Ytterligare undersckningar skulle behévas om nér
man med stor sikerhet kan lita pa den approximation som vi hir beskriver.
Se vidare bland kommentarerna efter satsen i avsnitt 2.

2. BETECKNINGAR OCH RESULTAT

Vi antar att A och B har r4 resp. rp roster, av totalt r, och att de
fore sista mandatet har jimforelsetalen j4 = ra/da och jp = rp/dp, dér
alltsa enligt jimkade uddatalsmetodens regler d4 = max(2m/, +1, 1,4) och
dp = max(2m/y + 1, 1,4) om m/, och m/; ér antalet mandat for A och B
fore sista mandatet.

Antagandet att det &r néstan jamnt mellan partierna for det sista man-
datet betyder att j4 = jp, dvs. att skillnaden mellan j4 och jp &r liten.

Vi 6versitter skillnaden |j4 — jp| i jamforelsetal till antal roster for parti
A med formeln

64 =dalja— jBl (1)

Detta &r antalet extra roster som A minst behover fa (om B fick sista man-
datet) eller forlora (om A fick sista mandatet) for att mandatférdelningen
skall &ndras, forutsatt att B inte far eller forlorar nagon rost. Observera att
04 i allménhet inte &r ett heltal, sa antalet roster som krdvs i praktiken &r
d4 avrundat uppat till ndrmast storre (eller lika) heltal.

Beteckna antalet roster som felaktigt inte rdknats med ny, och antalet
roster som felaktigt riknats med n_. Vi skall alltsa berdkna vad som héander
om vi drar bort n_ slumpvis valda roster och lagger till ny andra slumpvis
valda roster (med samma fordelning som alla réknade roster). Lat n = ny +
n_ vara totala antalet felrdiknade roster, och lat pg = r4/r och pp = rg/r
vara andelen roster pa A resp. B; lat vidare ng = np4 och ng = npp vara
det forvantade antalet roster pa A resp. B bland de n felriknade rosterna.

Lat ocksa

B s B dp

S = . — - _
npa da+dp ng da+dp

(2)
Notera att eftersom vi har antagit att j4 ~ jp, och alltsa pa/da = ja/r =
jB/r = pB/dp, sa spelar det mycket liten roll om vi byter plats pa parti A
och parti B i defintionen av s. Slutligen later vi som vanligt ®(z) beteckna
fordelningsfunktionen for en standardiserad normalférdelning.
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Sats (Normalapproximation). Med antaganden och beteckningar enligt ovan
ir sannolikheten att de n felriknade rosterna paverkar mandatfordelningen
approximativt

D(—2) =1 (2) 3)
dir z = +/s, med s enligt ekvation (2).

Kommentarer.

(a) Hogt vérde pa s ger alltsa lag sannolikhet for att mandatskifte skulle
skett. Se tabell 1 fér nagra relevanta varden pa 1 — ®.

s|1—-2(Vs)
210,16
410,023

6| 0,0071

8 10,0023
10 | 0,00078
12 | 0,00027

TABELL 1. Sannolikheten 1 — ®(z) (avrundad) fér nagra
vérden pa s.

Approximationen ger alltsa en uppskattning av sannolikheten till
ca 2% om s =4, 0,2% om s = 8, och 0,03% om s = 12; for stérre z ar
sannolikheten &nnu mindre och avtar snabbt. Hur sma sannolikheter
som man kan bortse fran #r en beddmnings- och smakfraga, men
en tumregel kan vara att approximationen av sannolikheten &r liten
(under ca 2%) om s > 4 och mycket liten (under ca 0,1%) om s > 10.

(b) Exemplen i avsnitt 3 visar att normalapproximationen ovan langtifran
ar exakt. Speciellt bor man vara forsiktig om d4 och ny dr sma. Om
s &r tillréickligt stort s kan man dra slutsatsen att sannolikheten &r
mycket liten, men man kan knappast anvinda approximationen for
att sdga precis hur liten. For detta behdvs exakta berdkningar som i
[1]. Det vore intressant att utreda noggrannare vad man skall kréva
av s, 04 och ny for att sikert kunna lita pa approximationen och
nir man skall gora exakta berdkningar. Om man gjorde en sadan
undersdkning skulle den kunna ligga till grund for den lathund som
efterfragades av Valprovningsndmnden.

(c) Formeln beror endast pa det totala antalet felriknade roster n =
n4++n_, och inte pa hur dessa fordelas pa de tva typerna av fel. (Spe-
ciellt ser vi att felen samverkar istéllet for att kompensera varandra.)
Detta géller, som andra slutsatser fran satsen, bara approximativt.
Exempel E1 och E2 fran [1] visar att det d&nda kan skilja en hel del
mellan de exakta virdena, se tabell 2 nedan.

(d) Faktorn dp/(da + dp) i (2) beror pa hur manga mandat de tva
partierna far i valkretsen. Faktorn &r alltid mindre &n 1, men ofta
inte mycket mindre. Om partierna ar jimnstora sa ar dq4 = dp och
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faktorn dr 1/2; om A dr mindre dn B géller d4 < dp och faktorn
ligger mellan 1/2 och 1.

Detta visar att s i (2), och darfor sannolikheten for att mandat-
fordelningen &ndras, i forsta hand beror av kvoten 5124 /na, om A dr
det mindre av de tva partierna.

(e) Beviset i avsnitt 4 av approximationen sker i tva steg. Forsta ste-
get ar att fordelningen approximeras med en normalférdelning, och
svaret ges da av en parameter z* = v/s*. Det andra steget #r att
forenkla genom att approximera den ratta parametern s* med det
vi definierat som s. Beviset visar att felet i det andra steget &r li-
tet, vilket ocksa framgar av jamforelsen i tabell 2; huvudfelet ligger
i sjalva normalapproximationen.

3. EXEMPEL

Vi behandlar hér dels tva exempel fran riksdagsvalet 2010, se [2, 3], dels
de atta konstruerade exemplen i [1] och fem hypotetiska exempel baserat pa
kommunalvalet 2010 i Halmstad [4]. Resultaten sammanfattas i tabell 2.

Exempel V (Riksdagsvalet 2010 i Varmland). FP var 7 (eller mer precist

6,67, se nedan) roster fran att ta det sista fasta mandatet i Varmlands lin

fran S, se nedan. Av misstag hade 10 roster i Arvika och Sunne inte rdknats.
Rostsiffrorna i Varmland var

rrp = 10652, rg = 68520, r = 179376.

FP fick inget fast mandat, och S fick 5, inklusive sista mandatet, sa mpp =
0 och mg = 4 (antalet mandat forutom det sista), vilket ger divisorerna
drpp = 1,4 och dg = 9. Jamforelsetalen fore sista mandatet &r alltsa

_ 10652
JFP = 14

g = @ = 7613,33,

= 7608,57,

med skillnad js — jpp = 4,76. Antalet extra roster FP behover ar alltsa
orp = 1,4(js — jrp) = 6,67.

Vi har n = 10 (ny = 10, n— = 0), och ppp = 10652/179376 = 0,059,
vilket ger npp = nppp = 0,59. Alltsa ar

2
6FP

nrp

= 74,34.

Vidare &r faktorn dg/(dpp + dg) = 0,865, vilket ger s = 64,8. Ett sa stort s
ger 1—®(/5) < 10715, ett extremt litet viirde som ir en dalig approximation
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av det korrekta 2 - 10~7 = 0,0000002.3 Men det stora virdet pa s leder till
den korrekta slutsatsen att sannolikheten &r mycket liten.

Exempel G (Riksdagsvalet 2010 i Goteborgs kommun). Vihar rg = 80544,
rep = 26829, r = 322458, m{ = 4, mpp = 1, vilket ger jg = 20344 = 894933,
Jrp = @ = 8943 och dpp = 3-(js—jrp) = 19. Valprévningsndmnden fann
att i detta fall var antalet felaktigt hanterade roster ny = 34 och n_ = 111,

san = 145. Vi far da

52 52 d,

FP —9299 och s:£-78:22,4.

nFp npp ds + dpp
Det ger en sannolikhet enligt approximationen i (3) pa 1 — ®(\/22,4) =
0,0000011. Detta &ir storre dn virdet fran de exakta berdkningarna 0,0000003,%
men av samma storleksordning.

Exempel E1-E8 ér de atta konstruerade exemplen fran [1] (i samma ord-
ning som dér); vi hénvisar dit for detaljer i exemplen.

Exempel E1-E4. I dessa exempel fran [1] har vi r4 = 5000, rp = 45041,
r =100041, m/; = 1 och m/y = 13. Féljdaktligen blir §4 = 3(430 — 5000) —
4,56. I E1 &r ny = 100, n— = 0, i E2 & ny = 0, n_— = 100, i E3 &r
ngy = 100, n_ = 100 och i E4 dr ny = 20, n_ = 0. Detta ger de vérden
som syns i tabellen. Notera att approximationen dr symmetrisk i E1 och E2,
men verkligheten &r det inte.

I exempel E4 ger det hoga virdet s = 18,7 den riktiga uppfattningen
att sannolikheten &ar liten. Approximationen dr dock en faktor 60 fran det
exakta virdet, och alltsa en dalig uppskattning. Detta exempel understryker
vikten av forsiktighet med att anvénda approximationen som uppskattning
av det exakta virdet for hoga vérden pa s.

I exemplen E5-E8 nedan ger approximationen en uppskattning som vél
visar storleksordningen pa sannolikheten att felen paverkat mandatfordel-
ningen.

Exempel E5. Vi har r4 = 5000, rp = 45003, r = 100041, m/; = 1 och
m/y = 13. Vidare &r n =ny =4 och n_ = 0.

Exempel E6. Vi har r4 = 45004, rg = 5001, » = 100005, mf4 = 13,
my =1, n =n4 = 100 och n_ = 0.

3I den exakta berdkning som gjordes at Valprévningsndmnden [3] blev svaret nagot
annorlunda, eftersom hénsyn togs till 8 av de ordknade rosterna kom fran Arvika och 2
fran Sunne, med nagot annorlunda fordelningar.

4En vildigt noggrann ldsare kanske invénder att S fick 80543 roster enligt Valmyndig-
hetens protokoll. Valprévningsndmnden fann dock ytterligare en rost som skulle tillgo-
dordknas S, se [2].

5T den exakta berékning som gjordes at Valprovningsndmnden [2] blev svaret nagot
annorlunda, bl.a. eftersom hénsyn togs till att 31 av de 34 ordknade rosterna var “ons-
dagsroster”, med en nagot annorlunda fordelning.
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Exakta
Ex. | pa| pB|da n s s* 1 — ®(4/s)|| berdkningar
V. 10,06]0,38]6,67| 10|64,768 64,770 [4-10"" [[2.107"
G [0,08(0,25|19 |145]22,442|22433|1,1-107% || 0,3-1076

E1 |0,05|0,45|4,56 | 100 | 3,737 | 3,744 | 0,027 0,036
E2 |0,05|0,45|4,56 | 100 | 3,737 | 3,733 | 0,027 0,014
E3 |0,05|0,45|4,56 | 200 | 1,869 | 1,869 | 0,086 0,085
E4 |0,05|0,45|4,56 | 20| 18,691 | 18,691 | 7,7- 1075 || 0,00046
E5 10,050,451 0,33 41 0,500 0,500 | 0,24 0,19

E6 |0,45|0,05|5 100 | 0,056 | 0,056 | 0,41 0,43
E7 10,20 0,20 |5 100 | 0,625 | 0,626 | 0,21 0,21

E8 |0,05)|0,45|4,89|100| 4,304 | 4,312 0,019 0,028

H2 |0,04 0,28 |1,57| 2]27,117|27,116|9,6-10~° | 0,0016
H5 |0,04]0,28|1,57| 510,847 | 10,849 | 0,00049 | 0,014
H10 | 0,04 | 0,28 | 1,57 | 10| 5,423 | 5,426 | 0,0099 0,042
H15|0,04 | 0,28 | 1,57 | 15| 3,616 | 3,619 | 0,029 0,053
H30 | 0,04 | 0,28 | 1,57 | 30| 1,808 | 1,811 0,089 0,103

TABELL 2. Nagra exempel. Parti A och B dr de partier som
precis inte fick resp. fick sista mandatet. (Fér exempel V och
G dr A=FP och B=S; for H2-H30 &r A=SD och B=S8.)
Variabeln s* definieras i avsnitt 4.

Exempel E7. Vi har r4 = 20000, rg = 20005, » = 100005, m’, = 5,
m/y =5, n=mny =100 och n_ = 0.

Exempel E8. Vi har r4 = 5000, rp = 45044, r = 100044, m/, = 1 och
m’y = 13. Aven hir &r n = ny = 100 och n_ = 0.

Exempel H2-H30 (Kommunalvalet i Halmstad 2010, véstra valkretsen).
Vi har rgp = 1257, rg = 8810, r = 31551, mgp = 1 och mg = 10. Har
ar 6sp = 1,57 och i [4] gjordes exakta berdkningar for sannolikheten for
mandatskifte for olika hypotetiska viarden pa ny mellan 2 och 30, i alla fall
med n_ = 0. (I verkligheten var ny = 1 och sannolikheten dérfor 0, se [4].)
Vi jamfor dessa med vad normalapproximationen ger i tabell 2.

Vi ser i tabellen, sarskilt fall H2-H10, att approximationen riskerar att
ge en felaktig uppfattning av sannolikheten. Detta illusterar att man inte
bor anvinda normalapproximationen for sma virden pa d4 och ny. Da bor
istallet exakta berdkningar utforas.

4. BEVIS

Lat slumpvariabeln X = X,,, , vara &ndringen i skillnaden j4 — jp om
vi lagger till ny nya och drar bort n_ gamla roster, valda slumpvis. Det
blir alltsa mandatskifte om antingen j4 — jp < 0 och X + j4 — jg > 0
eller j4 —jp > 0 och X + j4 — jp < 0. (Vid likhet sker lottning.) I forsta
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fallet kravs alltsa X > jp — ja = |ja — jp| och i andra fallet kravs X <
—(ja —JjB) = —lja— jBl

Vi approximerar X med en normalférdelad variabel X* ~ N(u,?) med
ritt vinteviirde 4 och varians o2, dvs.

p=EX, o°=VarX. (4)

Vi aterkommer till beréikningen av dessa.
Sannolikheten for mandatskifte approximeras alltsa i forsta fallet med

X _ S

o o
déar ' '
= lazisl=p
o
och 1 andra fallet med
* . . X — —|jA —JjB| — *
PX" < —lja—jsl) = P(T 2 < WATIBEIZRY g )

dér _ .
. lia—gsl+p
2=
o
I bada fallen far vi alltsa approximationen ®(—z*) =1 — ®(z*), med

lja—dBl—# _ jB—ja—u : :
o = ===, JAa<UsB
T Y ba—gBlte . je—ja—np ; ;
=—""——, JA>)B,

ez

(5)

Vi skall visa att z = /s dr en god approximation av z*, vilket ger approx-
imationen 1 — ®(z) i (3). Vi definierar ocksa s* = (z*)? for jamforelserna i
tabell 2.

Vi bérjar med att berdikna p och o2 exakt.

Med bara en extra rost giller att X1 = X o &r 1/d4 med sannolikhet py
och —1/dp med sannolikhet pp, och annars 0. Véintevirdet dr darfor

r 1 r 1 1, . .
4 B (ja — jB), (6)

EXi=—+— ———=.— ==
! r dy r dgp T
och variansen &r
1 rg 1
Var X, = E(X2) - (EX)2="2. - + 8. - _(Ex))>2 7
ar X (X7) — (EX1) , d?ax r dQB (E X1) (7)
For en rost som tas bort far vi Xo; = —Xi, och alltsa EXp; = —EX;
och Var Xy = Var Xj.
Sammanlagt blir déarfor

ny —n— . .
=ni:EXi1o+n_EXp1 = (ny—n_)EX; = %(jA_jB)'

(8)
Om vi approximerar och betraktar de borttagna résterna som oberoende far
vi

uw=EX,

+7n_

o~ Var X, , = (ny+n_)VarX; =nVar X;. (9)
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En exakt berikning (med den hypergeometriska férdelningen som tar héinsyn
till beroendet vid dragning utan aterliggning; vi utelamnar detaljerna) ger
istéllet den exakta

r—n_

: )Vaer. (10)

o? = (n+ +n_

Vi forutsatter att andelen felrdknade roster ar liten sa n— < n < r och
alltsa (r —n_)/(r—1)=1—(n_-—1)/(r — 1) = 1. Vi kan darfor forsumma
korrektionsfaktorn i (10) och anvénda (9) som en utmérkt approximation.

Vi har antagit att j4 ~ jp, och (6) visar dirfor att E X; ~ 0; vi skall visa
att E X; kan ignoreras. Forst ser vi att téljaren i (5) ar

. . . . ny —n— , . . . . Ny —Nn_
lja—jBlEp = IJA—JBIi%(JA—JB) = |JA—JB|(13E+T>- (11)

Vi forutsédtter som sagt att andelen felriknade roster &r liten, sa n = ny +
n_ < r.Dadr Iny —n_|/r <n/r <1,sa (11) ger
lja—jBl £ p~|ja—jBl
Med andra ord kan vi ignorera p i téljaren i (5).
Vi kan ocksa ignorera E X; i (7). Vi har ndmligen antagit j4 ~ jp och
alltsa |ja — jB| < ja, vilket ger, med hjilp av (6),
:UA*jBP Ji_ rh _rarta 1 a1

<<7

E X;)? = — s Sy
( ) r2 r2 T‘2d124 roor di T di

Alltsa ger (7) approximationen

ra 1 rp 1 JA JB JA JA TA da
ardr~- d4 + rody rda + rdg  rda + rdg  rd’ + dp

och (9) ger, eftersom r4/r = pa,

o =n

2 @( dA)_ pa datdp

d% dp &?  dgp
Vi kan nu approximera z* i (5) med
o WA—JBl _ dalja— sl dg  _ |
nba . datdp /Npa da+dp

d4 dp

definierad i (2), eftersom d4 = da|ja — jp| enligt (1).

REFERENSER

[1] Svante Janson & Svante Linusson, Exempel pa sannolikhetsberdkningar
for att felaktigt hanterade roster paverkar valutgangen. Rapport till
Valprovningsndmnden 9 december 2010. Dnr 22-2010.

[2] Svante Linusson, Sannolikheten for andrad mandatfordelning i riksdags-
valet i Goteborgs kommuns valkrets. Yttrande till Valprévningsndmnden

7 december 2010, Dnr 92-2010.



NORMALAPPROXIMATION FOR FELAKTIGT HANTERADE ROSTER 9

[3] Svante Linusson, Sannolikheten for andrad mandatfordelning i riksdags-
valet © Viarmlands ldns valkrets. Yttrande till Valprévningsndmnden 7
december 2010, Dnr 26-2010.

[4] Svante Linusson, Sannolikheten for dndrad mandatfirdelning i kommu-
nalvalet © Halmstad. Yttrande till Valprévningsndmnden, 13 december
2010, Dnr 76-2010.

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, UPPSALA UNIVERSITET, UPPSALA, SWEDEN
E-post: svante. janson@math.uu.se

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, KTH, SE-100 44 STOCKHOLM, SWEDEN
E-post: 1inusson@math.kth.se



