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Linjar regression - kalibrering av en vag

Y - respons, mélvariabel

T .70 X - regressionsvariabel
kanda varden

Figur: Modell for linjar regression

Linjar regression
Samband mellan tva storheter ofta av intresse:
.. solarium < hudcancer

. BNP < vaxelkurs
.. rokandet < livslangd

vV V. Vv Y

.. vikt av en pendel < period av en svdingning

Mitpunkter: (x;, y;)

Linjar regression: y = o + Ox

Modell for linjar regression

o Modell:
/,"’ Yi = a+ Bxi + €
,f,'/ }Si dar e € N(0,0)  (“brus”)
O/,’ O E(yi) = a+ Bxi = pi

X; = regressionsvariabel

yi = mélvariabel (s.v.)
Figur: Modell for linjar regression



Punktskattningar for intercept « och lutning 3

f)

Figur: Modell f6r linjar regression

Punktskattningar for intercept « och lutning 3

6*:% och o*=y—pg"%
Sxy:Z(XI_X)(yI_}_/): Xiyi — nxy; SXX:Z(XI_)_()2
=1 i=1 =1

For varje xg far man nu en skattning for malvariablen:

po =" + 3 - xo

Skattning(!): a*, 5* och p§ ar slumpvariabler.

Nytt forsok: forandrade €¢; = yi = S,y = (%, o och ug

Punktskattningar for intercept « och lutning (8
Modell:  y; =a+ 8x; +¢€;

Minsta-kvadrat-metoden:

Qa,p) = 26,2 = Minimum
i=1
n

Q(, B) = Z(y,-—a—ﬁx,-)z —> Minimum

i=1

99 _ 53 (i—a-px)=0

Jda .
i=1

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y) i
ryggmargsvatskan hos nyfodda.
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139 88 121 125 56 98 101 96 73 116
x=0.1115 > x? =0.3701
S = Y. x? — nx? = 0.3701 — 20 - 0.1115% = 0.1215

y=97.15 > y?=1215061
Syy = >y} — ny® = 215061 — 20 - 97.15° = 26299

> xiyi = 259.79
Sxy = D_Xiyi — nXy =259.79 — 20 - 0.1115 - 97.15 = 43.1455



Hur stor ar det minimala Q7
Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y) i

ryggmirgsvitskan hos nyfédda. Vi sGkte de virdena for o och 3 som minimerar uttrycket Q:

n

Qa, B) = Z (vi—a— ﬂx,-)2 = Minimum

So  43.1455 pry

fr=-= = 355.2 lutning
Soc 01215 .. och fick I6sningarna o* och 5*. Hur stor dr Qp 7
n
@ =y—f3"-x=97.15—-355.2-0.1115 = 57.5 Q= Q(e",5) =Y (vi—a" — 3x)
i=1
n
Skattning for malvariablen: - Z yi—y+ 3 -x— ﬁ*Xi]2
i=1
n
p=a*+ 3% x=575+3552-x => yi—y) - B (xi — %)
i=1

For varje givet x kan nu den forvintade koncentrationen berdknas. =
=Sy — Sfy/sxx =Sy =05y = Sy — (5*)25xx

* Skattning 3* ar en linjarkombination av y;:na

(o anvands for att skatta o

. 1 1 _ _
g = ?Sxy:? (xi—=x)(yvi—¥)
XX XX
Vi anvinde modellen: . i=1
1 _ o
yi=a+PBxi+¢ med € € N(0,0) = g2 Uayi =Xy —xiy +7)
XX I:1
1 n n
ML-skattning fér o2 & Qo/n  (jamfor Q = >0, ¢? = 5 [Z Xiyi — Z)_Q/i —nxy + n)‘(}“/]
XX Li=1 i=1
1 n n
Korrigerade ML-skattning: = — Xiyi — Z)‘(y,-
5XX . .
i=1 i=1
n -
2 . .. - Xi—X
s°=Qy/(n—2) resp. s=+/Qy/(n—2) vintevirdesriktigt = ( S 'Yi>

n
= Z ci-yi med ¢ = X'S; (ci ingen s.v.!)



. . oo o Skattningar o och * ar linjarkombinationer av y;:na
* Skattning o dr en linjarkombination av y;:na & g ) Vi

Xj — X

n
* = ci-yi med ¢ =
B Iz; it Yi i S

( —GiX >yi n 1
Oz*:Zd,"y,' med d; = - — ¢ix
n

n

1 i=

= Z yi med d; = o cix (d; ingen s.v.!) '
=1

of = - B*x li -—)‘(ic-- ;
= n Vi 2 it Yi

Majlighet att dra slutsatser (se nere)

Viantevarde for skattningen [3* Varians fér skattningen (3*

E(B*) = E <Z Ciyi> = Z GE(yi) = Z ci (a+ Bx;) V(s = VvV (i c,-y,-) = i V (ciyi) oberoende!
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

- O‘Izn;Xisjw lzn;Xiij" v C":Xisj = éc?v(y;):éc?az

= ;(.i_nl(x,-_;)Jrian(xi—})x; — g(XiSZX)_(>2O'2

— £-0+£§(xi—)?)(xi—x ty Z —X)x=0 = g);(é(xi_)_()z

- o+5’ixsxx = 502 ty Sy :i(x,-—;)2
xx i=1

= vantevardesriktigt ) ) B Y
g 8 Variansen fér 3* dr liten om x-vardena ar “utspredda”.



Vantevirde och varians fér skattningen p Fordelningar for skattningarna 3% och pig

Skattningen for funktionsvardet for xo var:  pg = o* 4+ 8% - xo

n -
Xj — X
n B =Y ci-yi med ci= '5
* k * I:l XX
E(MO) = E(Oé —+ B . Xo) =FE (Z (d, + C,'Xo) K) N .
—— =1 04*20','-}/,' med d,':E—C,')_(
= a+ f[xg=po vantevardesriktigt =
n
* o * * o . _c g
V() = V(45" x)=V (Zl(l/” +ci(xo — %) Y’) ei € N(0,0) ... som vi hade antagit
=
= ... yi=a+ 0xi +¢€ ... var modell
= o? <1/n + (x0 — )_()2 /SXX) yi € N(a+ Bxi,0) ... yi linjarkombination av ¢;

Variansen ir stor ndr xq ligger l&ngt ifr&n x. ) . .
Slumpvariablerna y; dr normalférdelade

F6r xo = 0 far man skattningen for interceptet o*. —> ¥, % och uj ir ocksa normalfordelade!

Fordelning for skattningarna 5% och g o : e
& & b Ho Intervallskattning for lutningen 3 nadr o ar kiand

Skattningarna 5* och p§ ar normalfordelade med: . L B
Férdelning for 5* med kind op:

E(B)=p V(B)=& med So=37,(x—%) B* e N(3,D) med D= "50 = ﬁ*gﬂeN(O,l)

*\ __ *) . 2 T 2
Eug) =po Viug) =0 <1/n + (0 — %) /SXX) Referensvariabeln omfattas med kvantilerna:

*

B _
Det betyder: P (—Aa/2 < < )‘a/2) = 11—«

X o
e v )

1
HS € N ,U’07 g ; +

P(ﬁ;bs_)‘a/TD<5§5;bs+)\a/z'0) = l—-«

Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — a:

X()—)_(2 «
( S ) Iﬁzﬁobsi)‘a/Z'D



. : e s Konfidensintervall for mélvariabeln
Intervallskattning fér mélvariabeln g nar o ar kand Ho

Fordelning for ;i med kdnd og: 16000
T = . 14000 -
X0 — X Mo — Ho ”
o € N (uo,D d D= -t = € N(0,1
Mo (to, D) me o04/ + S D (0,1) 17000 "_-'
-
-
. , 10000 7 -~
Referensvariabeln omfattas med kvantilerna: "’/
£ _ 8000 -
P(—/\a/2<'u0D'u0 §)\a/2> = l-« ’.-"'
6000 =
P
P (t1gps = Aaj2 - D < pto < pigps + Aoy D) = 1—a 4000 ;:,.,
. . . 2000
Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — a:
% CI T T
IMO = Hobs + )\a/2 -D 0 5 10

Figur: Skattning for malvariabeln med konfidensintervall

Intervallskattning for lutningen 3 nar o ar okind

Ar o okind skattas det med s = \/Qo/(n — 2) Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y).
Referensvariabel: S =0.1215 S, =26299 S,, =43.1455 [(3* =355.2
b d_ﬁ € t(f) med d= ; och f=n-2 Sékes: 95% konfidensintervall for lutningen 3:
XX
s2 2
=Sy, — &¥ = 26299 — BI55 — 10973
Referensvariabeln omfattas med kvantilerna: % W S 0.1215

P<—fa/2<ﬁ d_'BSta/2> = 1l—« S:\/QO/(n—Q):\/10973/(20_2):24.7
— 247
0 o d= gxx = Votas — 109
P (Baps —tajp-d <B < Bops+tap-d) = 1—a

ta/2(n — 2) = t0.025(18) =21

Konfidensintervall med konfidensgrad 1— o Iﬁ _ /8*[) + ¢ /2(” o 2) .d =35524+21-709 = (210 500)
= s o = . . 9 = s

Iy = Bips + taya(n —2) - d



Intervallskattning for mélvariabeln o nar o ar okand

Ar o okind skattas det med s = \/Qo/(n — 2)

En referensvariabel ar:

1 — Ko B _ 1 (e—Xx)?
7 et(n—2) med d=s n—l— 5.

Referensvariabeln omfattas med kvantilerna:
Ko — Mo
P (_ta/2 < OT S ta/2) = 1— 8]
P(,u,:bs—ta/Q'd<M§Mzbs+ta/2'd) = 1l—-«

Konfidensintervall med konfidensgrad 1 — a:

hio = Hips & taja(n —2) - d

Intervallskattning for 3 och g

o kand o okind

BB ¢ t(n - 2)

Qo/(n —2)
J— g _ S
b=T7= d= 7
ls=F"4Xap-D | Ig=B"ttyn-d 52
SXX
Kool ¢ N(0,1) N ()
D= gy /1 4 (Xos_)—()z d—s /1y (XOS_)—()z Sxy = inyi_n)_()_/

Exempel 14.2: Bilirubinhalt (x) och proteinkoncentration (y).

x=0.1115 S, =0.1215 «a* =575 [*=355.2
s =247 (samma s = /Qu/(n — 2) men annat d)

Sokes: 95% konfidensintervall for g nar xo = 0.2:

po = a* 4+ 5% - xo =57.5+355.2-0.2 ~ 129

/ xo—x (0.2 -0.1115)
= 24. = 0.
7\/20 01215 o8

Iuo = M:bs:l:ta/2(n—2)-d =129+ t0.025(18)-8.38 = (].].07 150)

Sammanfattning

» Punktskattning for lutning, intercept och ma&lvariabel

» Punktskattning fér o (“brus”)

» Vantevarde och varians for skattningarna 5* och g

» Intervallskattning for lutning och mélvariabel med kant o

» Intervallskattning for lutning och mélvariabel med skattad o
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