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Utfall, Utfallsrummet, Handelse

Definition 2.2

Mangden av alla méjliga utfall kallas utfallsrummet.

Beteckning: Q

Exempel
» Térning: alla mdjliga antal 6gon: Q = {1,2,3,4,5,6}
» Roulette: alla mgjliga tal

» Glodlampa: alla mojliga utfall for livslangden:
Q= R-ﬁ- = (07 OO)

Utfall, Utfallsrummet, Handelse

Definition 2.1
Resultatet av ett slumpmissigt forsok kallas ett utfall.

Beteckning: w

Exempel
» Tarning: Antal 6gon ar tre: w3 =3
> Roulette: 24 vinner

» Opinionsundersokning: En tillfalligt utvald véljare kommer att
rosta pd parti X

Utfall, Utfallsrummet, Handelse

Definition 2.3
En hédndelse r en samling av utfall.

Beteckning: A, B, C osv.

Exempel
» Tarning. Kasta ett jamnt tal: A= {2,4,6}
» Térning. Kasta ett tal storre an fyra: B = {5,6}
» Glodlampans livslangd ar mellan 1000 och 1100 h



Handelser, Mangder, Venn diagram

Utfallsrummet Grundméngden

Hindelsen A;

A intriffar Delmiingden A

Unionhéndelsen
AU B; A eller B eller
béda intriffar

Snitthandelsen AN B; A B )
bade A och B intraffar e
A och B oférenliga

hiindelser; B| Aoch B
A och B kan inte in- disjunkta

Unionen AU B

Komplementéra
héndelsen A* till A; O Ij?’:‘iﬁlineme‘
A intriffar inte

triffa samtidigt

Kolmogorovs Axiomsystem

Varje hindelse A tilldelas ett tal P (A) : slh att A intraffar

Sannolikheten m3ste uppfylla vissa krav:

Kolmogorovs axiomer

2. P(Q) =

1. 0<P(A)<1
1
3. P(AUB) =

P(A)+ P(B) A och B oférenliga

Axiom 3 kan udvidgas till fler an 2 handelser

Kolmogorovs Axiomsystem
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Foljdsatser av Kolmogorovs axiomer: Komplementsatsen

Sats 2.1 (Komplementsatsen)
For komplementet A* till A géller att P (A*) =1 — P (A)

Bevis: 1 = P (Q) = P(AUA*) = P (A) + P (A*)

Vi anvinde:
» A och A* dr ofdrenliga
» Axiom 2

» Axiom 3



Foljdsatser av Kolmogorovs axiomer: Additionssatsen Frekvenstolkningen

» Handelse: kast med tarning, antal dgon ar ett: A= {1}

» Hur kan man denna hidndelse tilldela en sannolikhet P(A) 7

Sats 2.2 (Additionssatsen)

P(AuB)=P(A)+P(B) - P(ANB) Antal kast | Antal ettor | Relativ frekvens
2 0 0.000

5 1 0.200

10 1 0.100

50 6 0.120

100 17 0.170

500 93 0.186

1000 173 0.173

> relativa frekvensen for hog antal forsok = sannolikhet

» erfarenhet, intuition

Diskreta utfallsrum: Sannolikhetsfunktion

Diskreta och kontinuerliga utfallsrum

Jamfor:

1. Tarning, antal 6gon vid en kast: Q = {1,2,3,4,5,6}

2. Tarning, antal kast innan man f&r tre sexor i rad:
Q=1{3,4,5,6,7,8,9,...}
3. Glédlampa, livslingden: Q = R, = (0, 00)

Antalet utfall i Q Beteckning for Q q

andligt diskret utfallsrum |

upprakneligt oandligt | diskret utfallsrum _ | |

inget av dem kontinuerligt utfallsarum =H !
40 5 60

Definition 2.4 p& s. 8 Blom

Sannolikhetsfunktion
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|

Kolmogorovs axiomer
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Den klassiska sannolikhetsdefinitionen Experiment: Kastar 2 tirningar, adderar dgontal. Vad ar
sannolikheten fér de mgjliga summorna ?

> anta att ett forsok kan utfalla p& m mdjliga satt
» ... som &r alla lika sannolika och disjunkta

» och att g av dessa dr gynnsamma for hindelse A

B w
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P(A) = % (foljer fran axiom 3)
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Tarning: slh att kasta en femma

'—l
()
'_l
| —

Téarning: slh att kasta ett jamnt tal
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2 térningar: slh att gonsumman &r mindre an fyra
2 tdrningar: slh att 6gonsumman &r exakt 7
Kortlek: slh att dra ett ©

for mera komplicerade exempel erfordras kombinatorik Z=1{2,3,...,12} och m =36

vV VvV v VY

1 2 3 4 5 6 Sannolikhetsfunktion fér 6gonsumman av 2 tarningar
1@ B @ 5 6/7
2/ Q@5 6 78
3 @567 89 o |
415 6/7 8 9 10 s
5/6 78 9 1011 o
6|7 8 9 10 11 @2
P(2) = 1/36 2
P(3) = 2/36 ER
P(4) = 3/% M
P(7) _ 6/36 o

Vi dterkommer till det: Centrala griansvirdessatsen
P(12) = 1/36



Betingad sannolikhet

Vad ar det ?

Att berakna sannolikheten for en handelse om man redan vet att en

annan handelse har intraffat.

Exempel

Térning: P(1) =1/6
men om man redan vet att utfallet ar udda f&r man
P (1| udda) =1/3

Man skriver P (B| A) : betingande slh. for B givet att A har

intraffat.

Betingad sannolikhet

Definition 2.6

L&t A och B vara tvd handelser. Uttrycket

kallas den betingande sannolikheten fér B givet att A har intriffat.

Figur: Betingad slh kan ses som en renormalisering av utfallsrummet

Betingad sannolikhet - exempel

Rokare Icke-rokare | Totalt
Man 20 80 100
Kvinnor 50 100 150
Totalt 70 180 250

P(BIA) =

P(AN B)

P(A)

Lat A = {man} och B = {rokare} , vdlj slumpmissigt en person

P(A) =10 =2/50ch P(B)= 4% =17/25

P(ANB) = 2% =2/25 (man och réker)

Om jag redan vet att en man valts: vad ar sannolikheten att en
rokare valts?

20 _ 20/250 _ P(ANB)
P (B|A) = 155 = 1007250 = —P(A)

Betingad sannolikhet: Multiplikationssats

Man kan ocks8 skriva:

|P(ANB) =P (A)-P(B|A)|

Exempel
Dra tva kort. Vad ar sannolikheten att bada ar hjarter 7



Den totala sannolikheten

Viljer slumpmdssigt en urna,
sedan en kula ur urnan.

P(Ui)=P(U:) =3
P(R|U;) = % och P(R|Uo) = L

Vad &r den totala slh. P (R) att dra en rdd kula ?

Total sannolikhet - exempel

P(U2)=1/2 PU1)=1/2
P(B|U2)=3/4 1/4 P(B|U1)=1/2
172
3/8 18 1/4 174

Figur: traddiagram f6r 2 urnor med réda och bl3a kulor

P(R) = P(Ul)'P(R|U1)+P(U2)-P(R‘Uz)
= 1/2-1/24+1/2-1/4=13/8

Total sannolikhet - exempel

®@ @ © @ ®© 0
o © © o © o Viljer slumpmdssigt en urna,
@ @ o o060 sedan en kula ur urnan.
@ @ 0 @ © @

L P(U1)=1/2

P(B|U2)=3/4 1/4 P(B|U1)=1/2
112
3/8 18 14 174
Figur: P(R)=1/2-1/2+1/2-1/4
Exempel - fler urnor
U1 U2 U1 u2

®@ @ © e © 0 ® @ O e @ 0
e © © @ © 0 @ @ © @ @ @
@ @ o ® © @ ® @ ¢ ® © O
@ © @ @ © @ @ © © @ © @
P(R) = P(U1)-P(R|U1)+ P(U2)-P(R|U2) + P(Us)- P(R|Us) + ...

> P (Ui) P(RIU)

i



Sats 2.9 Lagen om total sannolikhet

Om héndelserna Hy, ..., H, ar parvis oférenliga och
HiUHyU...UH, =Q, dvs att i ett forsok intraffar precis en av
dem, galler for varje handelse A att

Figur: Delat utfallsrum

Bayes sats

... att vanda pa en betingning: P (B|A) <= P (A|B)

P(ANB) = P(BNA)
P(BIA)-P(A) = P(AB)-P(B)

P (A|B) P (B)
O

Sats 2.10 - Bayes sats
Om hindelserna Hy, ..., H, ar parvis oférenliga och

HiUHyU...UH, =Q, dvs att i ett forsok intraffar precis en av
dem?!, giller for varje hindelse A att
P(A‘H;)P(H,’) B P(H,')P(A‘Hi)

P (A) 211 P (H:i) P(AlH))

P (HilA) =

lsamma villkor som i satsen om total sannolikhet

Total sannolikhet - exempel

Exempel 2.17 - Flermaskinstillverkning
| en fabrik tillverkas:

» 25 % av enheterna vid maskin 1
» 35 % vid maskin 2
» 40 % vid maskin 3
Maskinerna tillverkar en viss andel defekter enheter:
» maskin 1: 5 % defekt
» maskin 2: 4 %
» maskin 3: 2 %

Sannolikheten att en slumpmadssigt vald enhet ar defekt? (A)

P(A) = P(M)P(AIM)+ P (M) P (A[M2) + P (Ms) P (A|Ms)
= 0.25-0.05+0.35-0.04 + 0.4 - 0.02 = 0.0345

Bayes sats - exempel

Exempel 2.19 - Flermaskinstillverkning (forts.)
| en fabrik tillverkas:

» 25 % vid maskin 1 med 5 % defekt
» 35 % vid maskin 2 med 4 % defekt
» 40 % vid maskin 3 med 2 % defekt

En kund péatraffar en felaktig enhet. Hur stor r sannolikheten att
den har tillverkats vid maskin 1 7

Vi vet redan fran exempel 2.17 att P (A) = 0.0345 ( total
sannolikhet att en felaktig enhet p&traffas)

P (AlH1) P (Hi)  0.05-0.25

= =0.36
P (A) 0.0345

P (H1|A) =



Oberoende handelser Oberoende handelser - exempel

Handelse B &r oberoende av handelse A om P (B|A) = P (B)

Exempel 2.21 - Kast med tva tarningar

Allmant géller P (B|A) = P(PA(%B) (betingad sannolikhet)

Bestam sannolikheten att man vid ett kast med tvd tarningar fér en

Om vi anvander P (B|A) = P (B) far vi foljande definition: etta pa bada tiringar.

Definition 2.7 L1 1
A och B sages vara oberoende hindelser om P(ANB)=P(A)-P(B) = 6 6 36
P(AnB)=P(A)P(B)
Oberoende handelser - foljdsats Sammanfattning

Om héndelserna Aq, Ay, ..., A, 3r oberoende och P (A;) = p; , s8 Den klassiska sannolikhetsdefinitionen

ar sannolikheten att minst en av dem intraffar Betingad sannolikhet

Den totala sannolikheten
P(A)=1—(1—p1)(L—p2)-- (1 —pn)

Om P(Aj))=p Vi foljer

Bayes sats

SANEE I A

Oberoende handelser
P(A)=1—(1—p)"
Bevis: Blom, s. 34

Exempel 2.23 Olycksrisk 1/1000 vid 1000 oberoende tillfallen:
Chancen att ndgon olycka intraffar?

P(A)=1—(1-0.001)1° ~ 0.63
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